
VIII.4 Integrae raion�aln��h funk��

De�nie. Raion�aln�� funk�� budeme rozum�et pod��l dvou polynom�u, kde

polynom ve jmenovateli nen�� identiky roven nule.

V�eta 17 (o d�elen�� polynom�u). Neht' P a Q jsou dva polynomy (s

komplexn��mi koe�ienty), p�ri�em�z polynom Q nen�� identiky roven nule.

Pak existuj�� jednozna�n�e ur�en�e polynomy R a Z spl�nuj����:

(i) Polynom Z je nulov�y nebo m�a stupe�n men�s�� ne�z stupe�n Q.

(ii) P (x) = R(x)Q(x) + Z(x) pro v�sehna x ∈ C.

Pokud maj�� P a Q re�aln�e koe�ienty, maj�� i R a Z re�aln�e koe�ienty.

D�usledek. Je-li P polynom (s komplexními koe�ienty) a λ ∈ C

je jeho ko�ren (tj. P (λ) = 0), pak existuje polynom R (s komplexními

koe�ienty), pro kter�y plat�� P (x) = (x− λ)R(x) pro x ∈ C.

Pokud má P reálné koe�ienty a λ ∈ R, pak i polynom R má reálné

koe�ienty.

V�eta 18 (o rozkladu na ko�renov�e �initele). Neht' P (x) = anx
n
+ · · ·+

a
1

x + a
0

je polynom stupn�e n s komplexními koe�ienty. Pak existuj��

���sla x
1

, . . . , xn ∈ C takov�a, �ze

P (x) = an(x− x
1

) . . . (x− xn), x ∈ C.

De�nie. Neht' P je polynom, λ ∈ C a k ∈ N.

�

Rekneme, �ze λ je

ko�ren n�asobnosti k polynomu P , jestli�ze existuje polynom R, kter�y spl�nuje

R(λ) 6= 0 a P (x) = (x− λ)kR(x) pro x ∈ C.

Pozn�amka. Neh» P je polynom stupnì n a uva¾ujme jeho rozklad daný

Vìtou 18. Pak x
1

, . . . , xn jsou v¹ehny koøeny polynomu P . Naví, je-li

λ koøenem, pak jeho násobnost je rovna poètu výskytù èísla λ v seznamu

x
1

, . . . , xn.

Pozn�amka. Je-li z ∈ C, z = a + ib, a, b ∈ R, pak z = a − ib je èíslo

komplexnì sdru¾ené. Pro z, w ∈ C plat��

• z + w = z + w;

• z · w = z · w;

• z = z pr�av�e kdy�z z ∈ R.

V�eta 19 (o ko�reneh polynomu). Neht' P je polynom s re�aln�ymi

koe�ienty a z ∈ C je ko�ren P n�asobnosti k ∈ N. Pak i z je ko�ren P

n�asobnosti k.



V�eta 20 (o rozkladu polynomu). Neht' P (x) = anx
n
+ · · ·+ a

1

x+ a
0

je polynom stupn�e n s re�aln�ymi koe�ienty. Pak existuj�� re�aln�a ���sla

x
1

, . . . , xk, α
1

, . . . , αl, β
1

, . . . , βl a p�rirozen�a ���sla p
1

, . . . , pk, q1, . . . , ql
takov�a, �ze

(i) P (x) = an(x−x
1

)

p
1 . . . (x−xk)

pk
(x2+α

1

x+β
1

)

q
1 . . . (x2+αlx+

βl)
ql ,

(ii) �z�adn�e dva z mnoho�len�u x − x
1

, x − x
2

, . . . , x − xk, x
2

+ α
1

x +

β
1

, . . . , x2 + αlx+ βl nemaj�� spole�n�y ko�ren,

(iii) mnoho�leny x2+α
1

x+β
1

, . . . , x2+αlx+βl nemaj�� �z�adn�y re�aln�y

ko�ren.

V�eta 21 (o rozkladu na pari�aln�� zlomky). Neht' P, Q jsou polynomy

s re�aln�ymi koe�ienty takov�e, �ze

(i) stupe�n P je ost�re men�s�� ne�z stupe�n Q,

(ii) Q(x) = an(x−x
1

)

p
1 . . . (x−xk)

pk
(x2+α

1

x+β
1

)

q
1 . . . (x2+αlx+

βl)
ql ,

(iii) an, x1, . . . xk, α1

, . . . , αl, β1, . . . , βl ∈ R, an 6= 0,

(iv) p
1

, . . . , pk, q1, . . . , ql ∈ N,

(v) �z�adn�e dva z mnoho�len�u x − x
1

, x − x
2

, . . . , x − xk, x
2

+ α
1

x +

β
1

, . . . , x2 + αlx+ βl nemaj�� spole�n�y ko�ren,

(vi) mnoho�leny x2+α
1

x+β
1

, . . . , x2+αlx+βl nemaj�� re�aln�y ko�ren.

Pak existuj�� jednozna�n�e ur�en�a ���sla A1

1

, . . . , A1

p
1

, . . . , Ak
1

, . . . , Ak
pk
,

B1

1

, C1

1

, . . . , B1

q
1

, C1

q
1

, . . . , Bl
1

, Cl
1

, . . . ,Bl
ql
, Cl

ql
takov�a, �ze plat��

P (x)

Q(x)
=

A1

1

(x− x
1

)

p
1

+ · · ·+
A1

p
1

(x− x
1

)

+ · · ·+
Ak
1

(x− xk)
pk

+ · · ·+
Ak

pk

x− xk

+

B1

1

x+ C1

1

(x2 + α
1

x+ β
1

)

q
1

+ · · ·+
B1

q
1

x+ C1

q
1

x2 + α
1

x+ β
1

+ . . .

+

Bl
1

x+ Cl
1

(x2 + αlx+ βl)
ql

+ · · ·+
Bl

ql
x+ Cl

ql

x2 + αlx+ βl

.


