
VIII.5 Zobe
nìný Riemannùv integrál

Lemma 22. Ne
h» funk
e f má Riemannùv integrál pøes interval 〈a, b〉. Pak

platí

∫ b

a

f = lim

x→a+

∫ b

x

f = lim

x→b−

∫ x

a

f.

Lemma 23. Ne
h» a, b ∈ R

∗
, a < b, funk
e f ne
h» je de�nována na (a, b).

Jestli¾e pro nìjaké c ∈ (a, b) je de�nován výraz

lim

x→a+

∫ c

x

f + lim

x→b−

∫ x

c

f

(tj. pokud obì limity existují a jeji
h souèet je de�nován), pak pro ka¾dé d ∈ (a, b)

platí

lim

x→a+

∫ d

x

f + lim

x→b−

∫ x

d

f = lim

x→a+

∫ c

x

f + lim

x→b−

∫ x

c

f,

tj. výraz na levé stranì je de�nován a rovná se výrazu na pravé stranì.

De�ni
e. Ne
h» a, b ∈ R

∗
, a < b, funk
e f ne
h» je de�nována na (a, b). Ne
h»

c ∈ (a, b). Zobe
nìný Riemannùv integrál funk
e f pøes interval (a, b) de�nujeme

vzor
em

∫ b

a

f = lim

x→a+

∫ c

x

f + lim

x→b−

∫ x

c

f,

je-li výraz na pravé stranì de�nován. Pokud výraz na pravé stranì není de�-

nován, pak øíkáme, ¾e zobe
nìný Riemannùv integrál funk
e f pøes interval (a, b)

neexistuje.

Poznámky: (1) Existen
e ani hodnota zobe
nìného Riemannova integrálu pøes

(a, b) nezávisí na volbì c ∈ (a, b).

(2) Jestli¾e f má Riemannùv integrál pøes interval 〈a, b〉, má i zobe
nìný

Riemannùv integrál pøes interval (a, b) a hodnoty tì
hto integrálù jsou stejné.

(3) Zobe
nìný Riemannùv integrál mù¾e mít i hodnotu +∞ nebo −∞. V

pøípadì, ¾e hodnotou zobe
nìného Riemannova integrálu f pøes (a, b) je reálné

èíslo, øíkáme, ¾e tento integrál konverguje. Pokud je jeho hodnotou +∞ nebo

−∞, øíkáme, ¾e diverguje.



V�eta 24 (vlastnosti zobe
nìného Riemannova integr�alu). Ne
ht' f a g jsou

funk
e, které mají zobe
nìný Riemannùv integrál pøes interval (a, b).

(i) Je-li 〈c, d〉 ⊂ (a, b), pak funk
e f má Riemannùv integrál pøes interval

〈c, d〉.
(ii) Ne
h» α ∈ R. Pak i funk
e αf má zobe
nìný Riemannùv integrál pøes

interval (a, b). Je-li α = 0, je tento integrál nulový, je-li α 6= 0, platí

∫ b

a
αf = α

∫ b

a
f,

(iii) Jestli¾e souèet

∫ b

a
f +

∫ b

a
g je de�nován, pak i funk
e f + g má zobe
nìný

Riemannùv integrál pøes (a, b) a platí

∫ b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g.

(iv) Ne
ht' plat�� f(x) ≥ g(x) pro ka�zd�e x ∈ (a, b). Pak

∫ b

a
f ≥

∫ b

a
g.

(v) Funk
e |f | má zobe
nìný Riemannùv integrál pøes (a, b) a platí

∣

∣

∣

∫ b

a
f

∣

∣

∣
≤

∫ b

a
|f |.

Vìta 25. Ne
h» f je spojitá funk
e na intervalu (a, b) (kde a, b ∈ R

∗
), ne
h»

F je primitivní funk
e k funk
i f na (a, b). Pak f má zobe
nìný Riemannùv

integrál pøes (a, b), právì kdy¾ existují limity lim

x→a+
F (x) a lim

x→b−
F (x) a rozdíl

tì
hto limit je de�nován. V tom pøípadì platí

∫ b

a

f =

(

lim

x→b−
F (x)

)

−

(

lim

x→a+
F (x)

)

.

Poznámka: Výraz na pravé stranì se znaèí [F ℄

b
a a nazývá se zobe
nìným pøírùstkem

funk
e F pøes interval (a, b).

Vìta 26 (per partes pro urèitý integrál). Ne
h» funk
e f a g mají na intervalu

(a, b) spojitou první deriva
i. Pak platí

∫ b

a

f ′g = [fg℄ba −

∫ b

a

fg′,

jestli¾e je výraz na pravé stranì de�nován.

Vìta 27 (substitu
e pro urèitý integrál { druhá metoda). Ne
h» f je spojitá na

intervalu (a, b), funk
e ϕ ne
h» má na intervalu (α, β) spojitou deriva
i, je ryze

monotónní a zobrazuje interval (α, β) na interval (a, b). Pak

∫ b

a

f =

∫ β

α

(f ◦ ϕ) · |ϕ′|,

jestli¾e alespoò jeden z integrálù existuje.


