VIIIL.5 Zobecnény Riemanntiv integral

Lemma 22. Necht funkce f md Riemannuv integral pres interval (a,b). Pak

plati
b b T
[ 1 [

Lemma 23. Necht a,b € R*, a < b, funkce f necht je definovana na (a,b).
Jestlize pro néjaké c € (a,b) je definovan vyraz

li li
x_l)IEl_'_/m f+xi>r£l—/0\ f

(tj. pokud obé limity existuji a jejich soucet je definovan), pak pro kazdé d € (a,b)

plati
d T c T
301—1>1’£l-|-/aC f + xllg)l—/d f - 301—1>1’£l-|-/aC f + acligl— /c f’

tj. vyraz na levé stran€ je definovan a rovna se vyrazu na pravé strané.

Definice. Necht a,b € R*, a < b, funkce f necht je definovana na (a,b). Necht
¢ € (a,b). Zobecnény Riemanniv integrdl funkce f pres interval (a,b) definujeme

VzZOorcem b
/a: f . HaIl /3; f N Hlbl /C\ f7

je-li vyraz na pravé strané definovan. Pokud vyraz na pravé strané neni defi-
novan, pak fikdme, ze zobecnény Riemannuv integral funkce f ptes interval (a, b)
neexistuje.

Poznamky: (1) Existence ani hodnota zobecnéného Riemannova integralu pres
(a,b) nezavisi na volbé ¢ € (a,b).

(2) Jestlize f méa Riemannuv integral pres interval (a,b), ma i zobecnény
Riemanniv integral pres interval (a,b) a hodnoty téchto integralt jsou stejné.

(3) Zobecnény Riemanniv integral muze mit i hodnotu +o0o nebo —oo. V
ptipadé, Zze hodnotou zobecnéného Riemannova integralu f ptes (a,b) je redlné
Cislo, fikame, Ze tento integral konverguje. Pokud je jeho hodnotou 400 nebo
—o0, fikame, Ze diverguje.



Véta 24 (vlastnosti zobecnéného Riemannova integralu).  Necht f a g jsou
funkce, které maji zobecnény Riemannuv integral pres interval (a,b).

(i) Je-li {c¢,d) C (a,b), pak funkce f ma Riemanniv integral pres interval
(c,d).

(ii) Necht o € R. Pak i funkce aof méd zobecnény Riemannuv integral pres
interval (a,b). Je-li &« = 0, je tento integral nulovy, je-li o # 0, plati

flaf=allf.

(iii) Jestlize soucet f; f+ f; g je definovan, pak i funkce f + g m4 zobecnény
Riemanniv integral pres (a,b) a plati

/ab(f+9)=/abf+/abg-

(iv) Necht plati f(xz) > g(x) pro kazdé = € (a,b). Pak

L=l

(v) Funkce |f| ma zobecnény Riemanniiv integral pres (a,b) a plati

N

Véta 25. Necht f je spojitd funkce na intervalu (a,b) (kde a,b € R*), necht

F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b). Pak f md zobecnény Riemanniv

integral pres (a,b), pravé kdyz existuji limity lim_l_ F(x) a liIII)l F(x) a rozdil
r—a r—b—

téchto limit je definovan. V tom pripadé plati

/ﬁbf:: <x931_P“x)> —'<xﬁggFP%x)>.

Poznamka: Vyraz na pravé strané se znaéi [F? a nazyva se zobecnénym pfiristkem
funkce F' pres interval (a,b).

Véta 26 (per partes pro uréity integral). Necht funkce f a g maji na intervalu
(a,b) spojitou prvni derivaci. Pak plati

/ab f'g=1[fals - /ab g,

jestlize je vyraz na pravé strané definovan.

Véta 27 (substituce pro urcity integral — druha metoda). Necht f je spojitd na
intervalu (a,b), funkce ¢ necht ma na intervalu («, 3) spojitou derivaci, je ryze
monotoénni a zobrazuje interval («, 8) na interval (a,b). Pak

/abf=/j(foso)-lso'|,

jestlize alespon jeden z integralii existuje.



