
VIII.6 Základy teorie víerozmìrného (Lebesgueova) integrálu
{ konstruke Lebesgueovy míry a Lebesgueova integrálu

Mìøitelné mno¾iny a Lebesguova míra

De�nie. Neh» n ∈ N. Pak symbolem Bn budeme znaèit nejmen¹í systém podmno¾in
Rn, který má následujíí vlastnosti:

(i) Bn obsahuje v¹ehny otevøené podmno¾iny Rn;
(ii) pokud mno¾ina A patøí do Bn, pak i Rn \A patøí do Bn;
(iii) pokud {Ak} je posloupnost mno¾in z Bn, pak i mno¾ina

�
∞

k��
Ak patøí do Bn.

Prvky Bn se nazývají borelovské mno¾iny, systém Bn pak σ-algebra borelovskýh mno¾in.

Poznámka: Systém Bn má dále následujíí vlastnosti:

(iv) Bn obsahuje v¹ehny uzavøené podmno¾iny Rn;
(v) pokud A,B ∈ Bn, pak i mno¾iny A ∩B, A ∪B, B \A patøí do Bn;
(vi) pokud {Ak} je posloupnost mno¾in z Bn, pak i mno¾ina

�
∞

k��
Ak patøí do Bn.

Vìta 28 (existene Lebesgue-Borelovy míry). Neh» n ∈ N. Existuje právì jedno
zobrazení λn : Bn → h0,+∞i s následujíími vlastnostmi:

(a) Pokud a�, . . . , an, b�, . . . , bn jsou reálná èísla splòujíí ai < bi pro i = 1, . . . , n,
pak

λn

�
ha�, b�i × ha�, b�i × · · · × han, bni

�
= (b� − a�)(b� − a�) · · · (bn − an).

(b) Pokud {Ak} je disjunktní posloupnost mno¾in z Bn, pak

λn

�
∞�

k��

Ak

�
=

∞�

k��

λn(Ak).

Zobrazení λn nazýváme n-rozmìrnou Lebesgue-Borelovou mírou.

De�nie. Neh» A ⊂ Rn.

• Øekneme, ¾e A je lebesgueovsky mìøitelná (kráte mìøitelná), pokud existují B,C ∈
Bn, pro které platí

B ⊂ A ⊂ C a λn(C \B) = 0.

• Systém v¹eh lebesgueovsky mìøitelnýh podmno¾in Rn budeme znaèit �Bn.
• Pokud A je lebesgueovsky mìøitelná, pak de�nujeme

�λn(A) = λn(B), kde B je jako v prvním bodì.

Poznámka. Zobrazení �λn : �Bn → h0,+∞i je dobøe de�nované (tj. hodnota �λn(A)
nezávisí na konkrétní volbì mno¾in B,C). Toto zobrazení nazýváme n-rozmìrnou Lebes-
gueovou mírou.



Vìta 29 (vlastnosti mìøitelnýh mno¾in a Lebesgueovy míry).

(1) �Bn ⊃ Bn, speiálnì �Bn obsahuje otevøené i uzavøené podmno¾iny Rn.

(2) Pokud mno¾ina A patøí do �Bn, pak i Rn \A patøí do �Bn.

(3) Pokud {Ak} je posloupnost mno¾in z �Bn, pak i mno¾iny
�

∞

k��
Ak a

�
∞

k��
Ak

patøí do �Bn.
(4) Pokud A,B ∈ Bn, pak i mno¾iny A ∩B, A ∪B, B \A patøí do Bn.

(5) Pro A ∈ Bn platí �λn(A) = λn(A).
(6) Pokud {Ak} je disjunktní posloupnost mno¾in z �Bn, pak

�λn

�
∞�

k��

Ak

�
=

∞�

k��

�λn(Ak).

(7) Pokud A ∈ �Bn a �λn(A) = 0, pak pro ka¾dou podmno¾inu B ⊂ A platí B ∈ �Bn

(a �λn(A) = 0).

(8) Pokud A ∈ �Bn a x ∈ Rn, pak x+A ∈ �Bn a �λ(x+ A) = �λn(A).
(9) Pro ka¾dé A ∈ �Bn platí

�λn(A) = inf{λn(G);G ⊃ A otevøená} = sup{λn(K);K ⊂ A kompaktní}.

Úmluva: Nadále budeme n-rozmìrnou Lebesgueovu míru znaèit λn namísto �λn.

De�nie. Mno¾ina A ⊂ Rn se nazývá nulová v Rn, pokud A ∈ �Bn a λn(A) = 0.

Vìta 30 (vlastnosti nulovýh mno¾in).

(a) Jednoprvkové mno¾iny jsou nulové v Rn.
(b) Je-li A nulová podmno¾ina v Rn, pak ka¾dá její podmno¾ina je také nulová

v Rn.
() Je-li pro ka¾dé k ∈ N mno¾ina Ak nulová v Rn, je i

�
∞

k��
Ak nulová mno¾ina.

(d) Je-li A ⊂ Rn konvexní mno¾ina, pak její hranie H(A) je nulová mno¾ina.

Jednoduhé funke a jejih integrae

De�nie.

• Neh» A ⊂ Rn. Charakteristikou funkí mno¾iny A rozumíme funki χA de�no-
vanou pøedpisem

χA(x) =

�
1, pokud x ∈ A,

0, pokud x ∈ Rn \A.

• Jednoduhou (mìøitelnou) funkí budeme rozumìt funki tvaru

f = c�χA�
+ c�χA�

+ · · ·+ ckχAk
,

kde A�, A�, . . . , Ak ∈ �Bn jsou po dvou disjunktní mno¾iny a c�, . . . , ck ∈ R.

Poznámka: Pokud f a g jsou jednoduhé funke a α, β ∈ R, pak αf + βg je také
jednoduhá funke.



De�nie. Neh» f je jednoduhá funke, která má vý¹e uvedený tvar. Její Lebesgueùv
integrál de�nujeme vzorem

(L)
�

�n

f dλn = c�λn(A�) + c�λn(A�) + · · ·+ ckλn(Ak),

pokud má souèet na pravé stranì smysl (pøièem¾ pou¾íváme konveni 0 · (+∞) = 0.
Pokud souèet na pravé stranì smysl nemá, øíkáme, ¾e Lebesgueùv integrál (L)

�
�n f dλn

neexistuje.

Mìøitelné funke

Vìta 31 (harakterizae mìøitelnýh funkí). Neh» f : Rn → R∗ je funke. Pak
následujíí tøi podmínky jsou ekvivalentní.

(1) Existuje posloupnost jednoduhýh funkí (gn) taková, ¾e pro ka¾dé x ∈ Rn

platí gn(x) → f(x).
(2) Pro ka¾dé c ∈ R patøí mno¾iny

{x ∈ Rn; f(x) > c} a {x ∈ Rn; f(x) < c}

do �Bn.
(3) Pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G ⊂ R je f−�(G) ∈ �Bn.

De�nie. Funke f : Rn → R∗ se nazývá (lebesgueovsky) mìøitelná, pokud splòuje jednu
z ekvivalentníh podmínek z Vìty 30.

Vìta 32 (vlastnosti mìøitelnýh funkí).

(1) Ka¾dá spojitá funke je mìøitelná.
(2) Neh» f, g : Rn → R∗ jsou mìøitelné funke.

◦ Je-li funke f + g de�nována na elém Rn, pak f + g je mìøitelná funke.
◦ Je-li funke f · g de�nována na elém Rn, pak f · g je mìøitelná funke.
◦ Je-li α ∈ R \ {0}, pak αf je mìøitelná funke.
◦ max{f, g} a min{f, g} jsou mìøitelné funke.

(3) Funke f : Rn → R∗ je mìøitelná, právì kdy¾ funke f� a f− jsou mìøitelné.
(4) Neh» f, g : Rn → R∗ jsou dvì funke, pøièem¾ f je mìøitelná a existuje nulová

mno¾ina E ⊂ Rn taková, ¾e f = g na Rn \ E. Pak g je mìøitelná.
(5) Neh» (fk) je posloupnost mìøitelnýh funkí Rn → R∗ a pro ka¾dé x ∈ Rn

existuje limita f(x) = lim
k

fk(x). Pak i funke f je mìøitelná.

(6) Neh» g�, . . . , gk : Rn → R jsou mìøitelné funke a f : Rk → R je spojitá
funke. Pak funke

F (x) = f(g�(x), . . . , gk(x)), x ∈ Rn,

je mìøitelná.



Lebesgueùv integrál pro mìøitelné funke

De�nie.

• Neh» f : Rn → h0,+∞i je nezáporná mìøitelná funke. Pak její Lebesgueùv
integrál de�nujeme vzorem

(L)
�

Rn

f dλn = sup

�
(L)

�

Rn

g dλn; g jednoduhá, 0 ≤ g ≤ f

�

(pokud je mno¾ina vpravo shora neomezená, je integrál roven +∞).
• Neh» f : Rn → R∗ je mìøitelná funke. Její Lebesgueùv integrál de�nujeme
vzorem

(L)
�

Rn

f dλn = (L)
�

Rn

f� dλn − (L)
�

Rn

f− dλn,

pokud je rozdíl vpravo de�nován.
Pokud je rozdíl vpravo de�nován, øíkáme, ¾e (L)

�
Rn f dλn existuje, pøípadnì,

¾e funke f má Lebesgueùv integrál. Pokud rozdíl vpravo není de�nován, øíkáme,
¾e (L)

�
Rn f dλn neexistuje, pøípadnì, ¾e funke f nemá Lebesgueùv integrál.

Pokud (L)
�
Rn f dλn existuje a je roven reálnému èíslu, øíkáme, ¾e (L)

�
Rn f dλn

konverguje, pøípadnì, ¾e funke f je integrovatelná.
Pokud (L)

�
Rn f dλn existuje a je roven +∞ nebo−∞, øíkáme, ¾e (L)

�
Rn f dλn

diverguje.
• Neh» A ∈ �Bn a f : A → R∗. Funke f je mìøitelná, pokud je mìøitelná funke

�f , kde
�f(x) =

�
f(x), x ∈ A,

0, x ∈ Rn \A.

V tom pøípadì Lebesgueùv integrál funke f pøes mno¾inu A de�nujeme pøedpisem

(L)
�

A

f dλn =
�

�n

�f dλn

v pøípadì, ¾e integrál napravo existuje.
• Neh» A ∈ �Bn a f : A → R∗ je mìøitelná. Pokud B ∈ �Bn, B ⊂ A, pak
de�nujeme

(L)
�

B

f dλn =
�

A

χB · f dλn

v pøípadì, ¾e integrál napravo existuje.


