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Vìta 33 (o vztahu Lebesgueova a zobe
nìného Riemannova integrálu). Ne
h» a, b ∈
R∗, a < b. Je-li f : (a, b) → h0,+∞) spojitá funk
e, pak

(L)
Z

�a,b�

f dλ� = (ZR)
Z b

a

f.

Úmluva: Dále budeme psát pouze
R
A
f místo (L)

R
A
f dλn.

De�ni
e. Øekneme, ¾e nìjaké tvrzení platí pro skoro v¹e
hna x ∈ Rn (nebo té¾ skoro

v¹ude na Rn), pokud existuje nulová mno¾ina E ⊂ Rn, ¾e dané tvrzení platí pro v¹e
hna
x ∈ Rn \ E.

Vìta 34 (Lebesgueùv integrál a rovnost skoro v¹ude).

(i) Je-li f = 0 skoro v¹ude, pak
R
�n f = 0.

(ii) Jsou-li f, g dvì mìøitelné funk
e takové, ¾e f = g skoro v¹ude, pak
R
�n f =R

�n g, pokud alespoò jeden z tì
hto integrálù existuje.

Poznámka. Z pøed
hozí vìty plyne, ¾e zmìníme-li nìjakou funk
i na nulové mno¾inì,
existen
i ani hodnotu integrálu to neovlivní. Proto je mo¾né zavést následují
í konven
i:

Ne
h» E ⊂ Rn je nulová mno¾ina a f : Rn \E → R∗ nìjaká funk
e. Pak de�nujeme
Z

�n

f =
Z

�n\E

f,

pokud integrál vpravo existuje.
To znamená, ¾e pro de�ni
i integrálu z f pøes Rn nepo¾adujeme, aby f byla de�-

nována na 
elém Rn, ale jen þskoro v¹udeÿ, tj. v¹ude a¾ na nìjakou nulovou mno¾inu.
Pokud ji na této nulové mno¾inì nìjak dode�nujeme, pak integrál z výsledné funk
e
nezávisí na tom, jak pøesnì jsme ji dode�novali.

Analogi
kou konven
i pou¾ijeme i pro integrály pøes men¹í mno¾inu: Ne
h» A ∈ eBn,
E ⊂ A je nulová mno¾ina a f : A \ E → R∗ nìjaká funk
e. Pak de�nujeme

Z

A

f =
Z

A\E

f,

pokud integrál vpravo existuje.
U¾iteènost této konven
e ilustrují nìkterá z následují
í
h tvrzení.

Vìta 35 (základní vlastnosti Lebesgueova integrálu). Ne
h» A ∈ eBn a f, g : A → R∗

jsou dvì mìøitelné funk
e, které mají Lebesgueùv integrál pøes A.

(1) Ne
h» α ∈ R\{0}. Pak
R
A
αf = α

R
A
f , pokud je aspoò jedna strana de�novaná.

(2) Je-li funk
e f + g de�novaná (skoro) v¹ude na A, pak
R
A

(f + g) =
R
A
f + infA g,

pokud je souèet vpravo de�nován.
(3) Pokud f ≤ g (skoro v¹ude) na A, pak

R
A
f ≤

R
A
g.

(4) Pokud je f integrovatelná na A, pak i |f | je integrovatelná na A. Naví

��R

A
f
�� ≤R

A
|f |.

(5) Pro ka¾dou mìøitelnou podmno¾inu B ⊂ A integrál
R
B
f existuje. Je-li naví
 f

integrovatelná pøes A, je integrovatelná i pøes B.
(6) Pokud {Bk} je disjunktní posloupnost mìøitelný
h podmno¾in mno¾iny A, pak

Z
S

k
Bk

f =
∞X

k��

Z

Bk

f.



Vìta 36 (Léviho o monotónní konvergen
i). Ne
h» A ∈ eBn a {fk} je posloupnost
nezáporný
h mìøitelný
h funk
í de�novaný
h na A. Pøedpokládejme, ¾e pro (skoro)
v¹e
hna x ∈ A je posloupnost {fk(x)} neklesají
í.

Pak funk
e f(x) = lim
k

fk(x) je mìøitelná funk
e (de�novaná skoro v¹ude) na A a
R
A
f = lim

k→∞

R
A
fk.

Vìta 37 (Lebesgueova o dominované konvergen
i). Ne
h» A ∈ eBn, {fk} je posloupnost
mìøitelný
h funk
í na A a f je mìøitelná funk
e na A. Ne
h» jsou splnìny následují
í
podmínky:

(a) fk → f (skoro v¹ude) na A.
(b) Existuje integrovatelná funk
e g : A → h0,+∞i taková, ¾e pro ka¾dé k ∈ N

platí |fk| ≤ g (skoro v¹ude) na A.

Pak
R
A
f = lim

k→∞

R
A
fk.

Vìta 38 (Fubiniova). Ne
h» k, l ∈ N a f : Rk�l → R∗ je mìøitelná funk
e, která
má Lebesgueùv integrál pøes Rn. Pro ka¾dé x ∈ Rk de�nujme funk
i fx : Rl → R∗

pøedpisem
fx(y) = f(x,y), y ∈ Rl.

Pak platí:

• Pro skoro v¹e
hna x ∈ Rk je funk
e fx mìøitelná a má Lebesgueùv integrál pøes
Rl.

• Funk
e x 7→
R
�l fx dλl je mìøitelná.

•
R
�k�l f =

R
�k

�R
�l fx dλl

�
dλk(x).

Poznámka: Pøedpoklad, ¾e f má Lebesgueùv integrál pøes Rn je splnìn mj. ve dvou
dùle¾itý
h pøípade
h { pokud

◦ f je nezáporná mìøitelná funk
e; nebo
◦ f je integrovatelná.

Vìta 39 (o substitu
i). Ne
h» G ⊂ Rn je otevøená mno¾ina, funk
e ϕ�, . . . ,ϕn jsou
tøídy C� na G, zobrazení ϕ : G → Rn de�nované pøedpisem

ϕ(x) = [ϕ�(x), . . . ,ϕn(x)℄, x ∈ G

ne
h» je prosté. Dále pøedpokládejme, ¾e mati
e

Jϕ(x) =




∂ϕ�
∂x�

(x) . . . ∂ϕn

∂x�
(x)

...
. . .

...
∂ϕ�
∂xn

(x) . . . ∂ϕn

∂xn

(x)




je regulární v ka¾dém bodì x ∈ G. Pak ϕ(G) je otevøená mno¾ina a pro ka¾dou
mìøitelnou mno¾inu M ⊂ ϕ(G) a ka¾dou funk
i f : G → R∗ platí

Z

M

f =
Z

ϕ−��M�

f(ϕ(x)) · | det Jϕ(x)| dx,

pokud alespoò jeden z tì
hto integrálù je de�nován.

k+l

k+l



Vìta 40 (pøíklady integrovatelný
h funk
í).

(1) Ne
h» A ∈ eBn. Pak platí

Z

A

1 =
Z

Rn

χA = λn(A).

Spe
iálnì, χA je integrovatelná, právì kdy¾ λn(A) < +∞.
(2) Ne
h» M ⊂ Rn je omezená otevøená nebo uzavøená mno¾ina a f ne
h» je

omezená spojitá funk
e na M . Pak f je integrovatelná na M , tj.
R
M

f je
reálné èíslo.

(3) Ne
h» M ⊂ Rn je omezená konvexní otevøená mno¾ina a f ne
h» je funk
e
spojitá na M . Pak

R
M

f =
R
M

f .
(4) Ne
h» pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n} platí ai, bi ∈ R, ai < bi. Ne
h» M =

Qn
i��(ai, bi).

Ne
h» f je omezená spojitá funk
e na M . Pak f je integrovatelná na M a platí

Z

M

f =
Z b�

a�

 Z b�

a�

 
· · ·

Z bn−�

an−�

 Z bn

an

f(x�, . . . , xn) dxn

!
dxn−� . . .

!
dx�

!
dx�


