VIII.7 Lebesgueilv integral vlastnosti a metody vypoctu

Véta 33 (o vztahu Lebesgueova a zobecnéného Riemannova integrdlu). Necht a,b €
R*, a <b. Je-li f:(a,b) — (0,400) spojita funkce, pak

(L) /( = / s

Umluva: Déle budeme psat pouze [, f misto (L) [, fd\,.

Definice. Rekneme, Ze néjaké tvrzeni plati pro skoro viechna x € R™ (nebo téz skoro

vSude na R"), pokud existuje nulovid mnozina E C R"™, Ze dané tvrzeni plati pro vSechna
xe R"\ E.

Véta 34 (Lebesguetiv integral a rovnost skoro vsude).
(i) Je-li f = 0 skoro vSude, pak [g, [ =0.
(ii) Jsou-li f,g dvé méFitelné funkce takové, 7e [ = g skoro vSude, pak [, f =
fR” g, pokud alespori jeden z téchto integralii existuje.

Poznamka. Z predchozi véty plyne, Ze zménime-li néjakou funkci na nulové mnoziné,
existenci ani hodnotu integralu to neovlivni. Proto je mozné zavést nasledujici konvenci:
Necht EC R™ je nulovd mnozina a f : R" \ E — R* néjaka funkce. Pak definujeme

L= =
pokud integral vpravo existuje.

To znamend, 7ze pro definici integralu z f pres R™ nepozadujeme, aby f byla defi-
novana na celém R”, ale jen ,skoro vSude“, tj. vSude az na néjakou nulovou mnozinu.
Pokud ji na této nulové mnoziné néjak dodefinujeme, pak integral z vysledné funkce
nezavisi na tom, jak presné jsme ji dodefinovali.

Analogickou konvenci pouZijeme i pro integraly pres mensi mnozinu: Necht A € gn,
E C A je nulovd mnozina a f: A\ F — R* néjaka funkce. Pak definujeme

[r=] 1
A A\E
pokud integral vpravo existuje.
Uzitecnost této konvence ilustruji néktera z nasledujicich tvrzeni.
Véta 35 (zdkladni vlastnosti Lebesgueova integrélu). Necht A € B, afg:A— R
jsou dvé méritelné funkce, které maji Lebesguetiv integral pres A.
(1) Necht o € R\{0}. Pak [, of =« [, f, pokud je aspoii jedna strana definovan.
(2) Je-li funkce f+ g definovana (skoro) vsude na A, pak [,(f+g)= [, f+‘g' g,
pokud je soucet vpravo definovan. A
(3) Pokud f < g (skoro vsude) na A, pak [, f < [, g
(4) Pokud je f integrovatelnd na A, pak i |f| je integrovatelna na A. Navic UA f} <
Jalfl-
(5) Pro kazdou méfitelnou podmnozinu B C A integral [, f existuje. Je-li navic f
integrovatelna pres A, je integrovatelna i pres B.
(6) Pokud {By} je disjunktni posloupnost méritelnych podmnozin mnoZiny A, pak

/Ukka:i By, /

k=1



Véta 36 (Léviho o monoténni konvergenci). Necht A € B, a {fix} je posloupnost
nezapornych méritelnych funkci definovanych na A. Predpokladejme, 7Ze pro (skoro)
vSechna x € A je posloupnost { fi.(x)} neklesajici.

Pak funkce f(x) = liin fr(x) je méritelnd funkce (definovana skoro vsude) na A a

Jaf= klggo Ja fre-

Véta 37 (Lebesgueova o dominované konvergenci). Necht A € By, {fi} je posloupnost
méritelnych funkci na A a f je méritelna funkce na A. Necht jsou splnény nasledujici
podminky:
(a) fr — f (skoro vsude) na A.
(b) Existuje integrovatelnd funkce g : A — (0,+00) takovd, Ze pro kazdé k € N
plati | fx| < g (skoro vsude) na A.

Pakaf:kgrgofAfk.

Véta 38 (Fubiniova). Necht k.l € N a f : R¥*! — Rx je méfitelnd funkce, ktera
ma Lebesgueiiv integral pres R" Pro kazdé x € RF definujme funkci f, : R — R*
predpisem
f=(y) = f(z,y), yeR.
Pak plati:
e Pro skoro vSechna x € R* je funkce f, méfitelnd a mé Lebesguetiv integral pies
R!.
o Funkce x — [, fod)\; je méfitelna.

° kaH f = ka (le fg; d)\l) d)\k(:c)

Poznamka: Predpoklad, ze f ma Lebesguetiv integral pres R je splnén mj. ve dvou
diilezitych pripadech pokud

o f je nezaporna méritelna funkce; nebo
o f je integrovatelna.

Véta 39 (o substituci). Necht G C R" je oteviend mnozZina, funkce @1, ... o, jsou
tridy C' na G, zobrazeni ¢ : G — R"™ definované predpisem

@(m):[gpl(m)w",@n(m)]a red

necht je prosté. Dale predpokladejme, Ze matice

g—g(m) g%(m)
Jo(x) = : . :
Gor(z) ... Gen(a)

je regularni v kazdém bodé x € G. Pak ¢(G) je oteviend mnozina a pro kazdou
méfitelnou mnozinu M C ¢(G) a kazdou funkci fesspmet®e plati

1 )"
[ 5= ] S et @) da,

pokud alespon jeden z téchto integralii je definovan.



Véta 40 (priklady integrovatelnych funkci).
(1) Necht A € B,,. Pak plati

/Al:/nXA:An(A).

Specidlné, x 4 je integrovatelnd, pravé kdyz A\, (A) < +o0.

(2) Necht M C R"™ je omezena oteviena nebo uzavienda mnoZina a f necht je
omezena spojita funkce na M. Pak f je integrovatelna na M, tj. fM fje
realné cislo.

(3) Necht M C R"™ je omezena konvexni oteviend mnozina a f necht je funkce
spojitd na M. Pak [,, f = [z [

(4) Necht pro kazdéi € {1,...,n} platia;,b; € R, a; < b;. Necht M = [[_,(a;,b;).
Necht f je omezena spojita funkce na M. Pak f je integrovatelna na M a plati

/Mf:/: (/ab (/ab__ (/ainf(xl,...,mn)dmn> dxn_l...> dx2> dz,



