
IX.1 Vektorov�e prostory

�

Umluva. Symbol K zna�
�� R nebo C.

De�ni
e. Vektorov�ym prostorem nad K rozum��me troji
i (V,+, ·), kde V je nepr�azdn�a

mno�zina, + je opera
e z V × V do V a · je opera
e z K× V do V , pokud tyto opera
e

maj�� n�asleduj��
�� vlastnosti.

(i) ∀u, v ∈ V : u+ v = v + u (komutativita s�
��t�an��),

(ii) ∀u, v,w ∈ V : (u+ v) +w = u+ (v +w) (aso
iativita s�
��t�an��),

(iii) mno�zina V obsahuje prvek, kter�y zna�
��me o, spl�nuj��
��

∀v ∈ V : o+ v = v (existen
e nulov�eho prvku),

(iv) pro ka�zd�y prvek v ∈ V existuje prvek w ∈ V , kter�y naz�yv�ame prvkem opa�
n�ym

k v, spl�nuj��
�� v +w = o,

(v) ∀a, b ∈ K ∀v ∈ V : a · (b · v) = (ab) · v,
(vi) ∀a, b ∈ K ∀v ∈ V : (a+ b) · v = a · v + b · v,
(vii) ∀a ∈ K ∀u, v ∈ V : a · (u+ v) = a · u+ a · v,
(viii) ∀v ∈ V : 1 · v = v.

Poznámka: Nulový prvek je ve vektorovém prostoru jen jeden. Opaèný prvek k

danému v ∈ V existuje také jen jeden, znaèíme ho −v.

V�eti�
ka 1. Ne
ht' (V,+, ·) je vektorov�y prostor nad K. Potom plat��:

(i) ∀v ∈ V : 0 · v = o,

(ii) ∀v ∈ V : (−1) · v = −v.

De�ni
e. Ne
ht' (V,+, ·) je vektorov�y prostor nad K a ne
ht' U ⊂ V , U 6= ∅. �

Rekneme,

�ze U je vektorov�y podprostor prostoru (V,+, ·), jestli�ze plat��:

(i) ∀u, v ∈ U : u+ v ∈ U ,

(ii) ∀a ∈ K ∀u ∈ U : a · u ∈ U .

M��sto vektorov�y podprostor �
asto �r��k�ame stru�
n�eji podprostor.

Pozn�amky.

(1) Je-li U podprostor (V,+, ·), pak o ∈ U a −u ∈ U , kdykoli u ∈ U .

(2) Je-li U vektorov�y podprostor (V,+, ·), m�u�zeme z�u�zit de�ni�
n�� obor opera
e +

(resp. ·) na mno�zinu U × U (resp. K× U) a t��m dostat zobrazen�� U × U do U

(resp. K×U do U). Pak U s t�emito nov�ymi opera
emi tvo�r�� vektorov�y prostor

nad K.

De�ni
e. Ne
ht' V je vektorov�y prostor nad K. Ne
ht' m ∈ N, u
1

, . . . ,um ∈ V a

α
1

, . . . , αm ∈ K. V�yraz

α
1

u
1

+ α
2

u
2

+ · · ·+ αmum

naz�yv�ame line�arn�� kombina
�� vektor�u u
1

, . . . ,um s koe�
ienty α
1

, . . . , αm. Pokud je ale-

spo�n jedno z �
��sel α
1

, . . . , αm r�uzn�e od nuly, mluv��me o netrivi�aln�� line�arn�� kombina
i, v

opa�
n�em p�r��pad�e jde o trivi�aln�� line�arn�� kombina
i.

De�ni
e. Ne
ht' V je vektorov�y prostor nadK a v
1

, . . . , vk ∈ V . Symbolem lin

K

{v
1

, . . . , vk}
ozna�
ujeme mno�zinu v�se
h prvk�u V , kter�e lze vyj�ad�rit jako line�arn�� kombina
i vek-

tor�u v
1

, . . . , vk. Tuto mno�zinu naz�yv�ame vektorov�ym podprostorem generovan�ym vektory

v
1

, . . . , vk.

V�eta 2. Ne
ht' V je vektorov�y prostor nad K a v
1

, . . . , vk ∈ V . Pak je mno�zina

lin

K

{v
1

, . . . , vk} podprostorem V .



Pozn�amka. Podobn�e lze de�novat lin

K

M , je-li M podmno�zina vektorov�eho prostoru

V , jako mno�zinu v�se
h vektor�u, kter�e lze zapsat jako line�arn�� kombina
i n�ejak�y
h prvk�u

M . I tato mno�zina je podprostorem V .

De�ni
e. Ne
ht' V je vektorov�y prostor nad K.

�

Rekneme, �ze vektory u
1

, . . . ,um z V

(m ∈ N) jsou line�arn�e z�avisl�e, pokud existuje jeji
h netrivi�aln�� line�arn�� kombina
e, je�z

je rovna nulov�emu vektoru. Pokud vektory u
1

, . . . ,um nejsou line�arn�e z�avisl�e, �r��k�ame,

�ze jsou line�arn�e nez�avisl�e.

�

Rekneme, �ze mno�zina M ⊂ V je line�arn�e nez�avisl�a, jestli�ze pro

ka�zd�e m ∈ N je libovoln�a m-ti
e po dvou r�uzn�y
h vektor�u z M line�arn�e nez�avisl�a; tj.

kdykoli m ∈ N a u
1

, . . . ,um jsou prvky M , které jsou po dvou rùzné (to znamená, ¾e

se mezi nimi ¾ádný vektor nevyskytuje dvakrát), pak vektory u
1

, . . . ,um jsou lineárnì

nezávislé.

De�ni
e. Budi�z V vektorov�y prostor nad K.

�

Rekneme, �ze mno�zina B ⊂ V je b�aze

prostoru V , jestli�ze

(i) B je line�arn�e nez�avisl�a,

(ii) ka�zd�y vektor z V lze vyj�ad�rit jako line�arn�� kombina
i vektor�u z B, tj.

∀v ∈ V ∃m ∈ N ∃u
1

, . . . ,um ∈ B ∃α
1

, . . . , αm ∈ K : v = α
1

u
1

+ · · ·+ αmum.

Pozn�amka. (1) Podm��nku (ii) lze zapsat ve tvaru lin

K

B = V .

(2) Je-li B b�aze, je vyj�ad�ren�� ka�zd�eho vektoru v z podm��nky (ii) jednozna�
n�e.

V�eta 3. (i) Ka�zd�y vektorov�y prostor m�a b�azi. Dokon
e ka�zdou line�arn�e nez�avislou

mno�zinu lze doplnit na b�azi.

(ii) Po�
et prvk�u b�aze vektorov�eho prostoru je jednozna�
n�e ur�
en. (T.j. v�se
hny b�aze

dan�eho vektorov�eho prostoru maj�� t�y�z po�
et prvk�u.)

De�ni
e. Po�
et prvk�u b�aze vektorov�eho prostoru V se naz�yv�a dimenze V a zna�
�� se

dimV .

Poznámka. dimV mù¾e být buï 0 (je-li V = {o}) nebo pøirozené èíslo nebo +∞.

V�eti�
ka 4. Ne
ht' V je vektorov�y prostor nad K, dimV = n (kde n ∈ N) a

v
1

, . . . , vn ∈ V .

(i) Jsou-li v
1

, . . . , vn line�arn�e nez�avisl�e, tvo�r�� b�azi.

(ii) Pokud lin

K

{v
1

, . . . , vn} = V , je {v
1

, . . . , vn} b�aze.


