IX.4 Kvadratické formy
Umluva. V tomto oddilu je R" = M(n x 1).

Definice.

e Rekneme, Ze matice A € M(n x n) je symetrickd, jestlize AT = A.

e Rekneme, 7e zobrazeni Q: R™ — R je kvadraticka forma, jestlize
existuje symetrickd matice A € M(n x n) takovd, ze Q(u) =
u’Au = <Au,u> pro u € R".

Poznamky.

(1) Matice A z definice se nazyva reprezentujici matici kvadratické formy
(). Lze ukazat, ze reprezentujici matice je kvadratickou formou
urcena jednoznacné.

(2) Je-li @ kvadratickd forma, pak pro x € R"™ a o € R plati

Q(az) = a?Q(x).

Definice. Necht Q: R™ — R je kvadratické forma. Rekneme, ze Q je
e pozitivné definitni (PD), jestlize Yu € R™,u # o: Q(u) > 0,
e negativné definitni (ND), jestlize Vu € R",u # o: Q(u) < 0,
e pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize Vu € R™: Q(u) > 0,
e negativné semidefinitni (NSD), jestlize Vu € R™: Q(u) < 0,
e indefinitni (ID), neplati-li nic z pfedchoziho, t;j.
Ju,v € R": Q(u) > 0& Q(v) < 0.

Poznamka. Je-li A € M(n x n) symetrickd matice, pak fikame, ze tato
matice je PD (ND, ... ), ma-li pfislusnou vlastnost kvadratickd forma
reprezentovana matici A.

Definice. Rekneme, 7e matice A = (a;;) je diagonalni, jestlize
a;; =0 pro kazdé i,j € {1,...,n}, i # j.

Véticka 11. Necht A = (a;;) i=1..n je diagonalni. Pak plati:

j=1..n
e A je pozitivné definitni, pravé kdyz a;; > 0,1 =1,...,n;
e A je negativné definitni, pravé kdyz a;; < 0,1 =1,...,n;
e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz a;; > 0,1 =1,...,n;
e A je negativné semidefinitni, pravé kdyz a;; <0,i=1,...,n;
e A je indefinitni, pravé kdyz existuji takova i,j € {1,...,n}, zZe

aii>0aajj<0.

Definice. Symetrickou elementarni tipravou matice A € M (n x n) budeme
rozumét upravu, kdy provedeme jistou elementarni fadkovou upravu ma-
tice A a vzniklou matici upravime odpovidajici sloupcovou upravou. Sy-
metrickou transformaci matice A budeme rozumét konec¢nou posloupnost
symetrickych elementarnich uprav.



Lemma 12. Necht T je transformace matic typu m X n. Potom existuje
reguldrni matice B € M (m xm) takova, ze kdykoli A" € M (mxn) vznikla
z A € M(m x n) pomoci T, plati BA = A’.

Véta 13. Uvazujme symetrickou transformaci T’ matic typu n X n.
Potom existuje reguldrni matice B € M (n x n) takova, ze kdykoli matice
A’ € M(n x n) vznikne z A € M (n xn) pomoci T, pak plati BABT = A’,

Lemma 14. Symetricka transformace zachovava symetrii matice.

Véta 15. Necht A € M(n x n) a necht B € M(n x n) vznikla
z A pomoci symetrické transformace. Jestlize A je pozitivné definitni
(negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativné semidefinitni, in-
definitni), potom B je také pozitivné definitni (negativné definitni, ... ).

Véta 16. Necht A € M(n x n) je symetricka matice. Pak ji Ize
symetrickou transformaci prevést na diagonalni matici.

Véta 17 (Sylvestrovo pravidlo). Necht A = (a;;)i=1..n je symetricka

matice. j=l.n
. v ail ai12
(i) Oznac¢me Dy = det(ay1), Do = det (a21 a22), oo, Dy = det A
Pak plati:
e A je pozitivné definitni, pravé kdyz D1 > 0, Dy > 0, ...,
D, > 0.
e A je negativné definitni, pravé kdyz D1 < 0, Dy > 0,
Ds<0,...,(-1)"D, >0.
(ii) Je-li F' = {i1,...,ix} C {1,...,n}, pficemz iy < iy < -+ < i,
Ajq4q Ajq4q ce amk
_ Qs Qins - Qs
oznac¢me Dr = det l?“ l?w ) l?lk . Pak plati:
A4 Aipi0 e Qg

e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou neprazdnou
podmozinu F mnoziny {1,...,n} je Dp > 0.

e A je negativné semidefinitni, praveé kdyz pro kazdou neprazd-
nou podmozinu F mnoziny {1,...,n} je (—=1)FIDp > 0, kde
|F'| znac¢i pocet prvkii mnoziny F'.

c
b
e A je pozitivné definitni, pravé kdyz a > 0 a ab — ¢ > 0;
o A je negativné definitni, pravé kdyz a < 0 a ab — c¢? > 0;
e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz a > 0,b >0 a ab — c? > 0;
e A je negativné semidefinitni, praveé kdyz a < 0,b <0 a ab— c* > 0.

Dusledek. Necht A = (CCL ) Pak plati:



