
IX.4 Kvadrati
ké formy

�

Umluva. V tomto odd��lu je R

n
= M(n× 1).

De�ni
e.

• Øekneme, ¾e mati
e A ∈ M(n× n) je symetri
ká, jestli¾e A
T
= A.

• Øekneme, ¾e zobrazen�� Q : R

n → R je kvadrati
ká forma, jestli¾e

existuje symetri
ká mati
e A ∈ M(n × n) takov�a, �ze Q(u) =

u
T
Au = <Au,u> pro u ∈ R

n
.

Pozn�amky.

(1) Mati
e A z de�ni
e se naz�yv�a reprezentuj��
�� mati
�� kvadrati
ké formy

Q. Lze ukázat, ¾e reprezentuj��
�� mati
e je kvadrati
kou formou

ur�
ena jednozna�
n�e.

(2) Je-li Q kvadrati
ká forma, pak pro x ∈ R

n
a α ∈ R platí

Q(αx) = α2Q(x).

De�ni
e. Ne
ht' Q : R

n → R je kvadrati
ká forma.

�

Rekneme, �ze Q je

• pozitivn�e de�nitn�� (PD), jestli�ze ∀u ∈ R

n,u 6= o : Q(u) > 0,

• negativn�e de�nitn�� (ND), jestli�ze ∀u ∈ R

n,u 6= o : Q(u) < 0,

• pozitivn�e semide�nitn�� (PSD), jestli�ze ∀u ∈ R

n
: Q(u) ≥ 0,

• negativn�e semide�nitn�� (NSD), jestli�ze ∀u ∈ R

n
: Q(u) ≤ 0,

• inde�nitn�� (ID), neplat��-li ni
 z p�red
hoz��ho, tj.

∃u,v ∈ R

n
: Q(u) > 0&Q(v) < 0.

Poznámka. Je-li A ∈ M(n× n) symetri
ká mati
e, pak øíkáme, ¾e tato

mati
e je PD (ND, . . . ), má-li pøíslu¹nou vlastnost kvadrati
ká forma

reprezentovaná mati
í A.

De�ni
e.

�

Rekneme, �ze mati
e A = (aij) i=1..n

j=1..n

je diagon�aln��, jestli�ze

aij = 0 pro ka�zd�e i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.

V�eti�
ka 11. Ne
ht' A = (aij) i=1..n

j=1..n

je diagon�aln��. Pak plat��:

• A je pozitivn�e de�nitn��, pr�av�e kdy�z aii > 0, i = 1, . . . , n;

• A je negativn�e de�nitn��, pr�av�e kdy�z aii < 0, i = 1, . . . , n;

• A je pozitivn�e semide�nitn��, pr�av�e kdy�z aii ≥ 0, i = 1, . . . , n;

• A je negativn�e semide�nitn��, pr�av�e kdy�z aii ≤ 0, i = 1, . . . , n;

• A je inde�nitn��, pr�av�e kdy�z existuj�� takov�a i, j ∈ {1, . . . , n}, �ze
aii > 0 a ajj < 0.

De�ni
e. Symetri
kou element�arn�� �upravou mati
e A ∈ M(n× n) budeme

rozum�et �upravu, kdy provedeme jistou element�arn�� �r�adkovou �upravu ma-

ti
e A a vzniklou mati
i uprav��me odpov��daj��
�� sloup
ovou �upravou. Sy-

metri
kou transforma
�� mati
e A budeme rozum�et kone�
nou posloupnost

symetri
k�y
h element�arn��
h �uprav.



Lemma 12. Ne
ht' T je transforma
e mati
 typu m×n. Potom existuje

regul�arn�� mati
e B ∈ M(m×m) takov�a, �ze kdykoli A
′ ∈ M(m×n) vznikla

z A ∈ M(m× n) pomo
�� T , plat�� BA = A
′
.

V�eta 13. Uva�zujme symetri
kou transforma
i T mati
 typu n × n.

Potom existuje regul�arn�� mati
e B ∈ M(n×n) takov�a, �ze kdykoli mati
e

A
′ ∈ M(n×n) vznikne z A ∈ M(n×n) pomo
�� T , pak plat�� BAB

T
= A

′
.

Lemma 14. Symetri
k�a transforma
e za
hov�av�a symetrii mati
e.

V�eta 15. Ne
ht' A ∈ M(n × n) a ne
ht' B ∈ M(n × n) vznikla

z A pomo
�� symetri
k�e transforma
e. Jestli�ze A je pozitivn�e de�nitn��

(negativn�e de�nitn��, pozitivn�e semide�nitn��, negativn�e semide�nitn��, in-

de�nitn��), potom B je tak�e pozitivn�e de�nitn�� (negativn�e de�nitn��, . . . ).

V�eta 16. Ne
ht' A ∈ M(n × n) je symetri
k�a mati
e. Pak ji lze

symetri
kou transforma
�� p�rev�est na diagon�aln�� mati
i.

V�eta 17 (Sylvestrovo pravidlo). Ne
ht' A = (aij) i=1..n

j=1..n

je symetri
k�a

mati
e.

(i) Ozna�
me D
1

= det(a
11

), D
2

= det

( a
11

a
12

a
21

a
22

)

, . . . , Dn = detA.

Pak plat��:

• A je pozitivn�e de�nitn��, pr�av�e kdy�z D
1

> 0, D
2

> 0, . . . ,

Dn > 0.

• A je negativn�e de�nitn��, pr�av�e kdy�z D
1

< 0, D
2

> 0,

D
3

< 0, . . . , (−1)

nDn > 0.

(ii) Je-li F = {i
1

, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, p�ri�
em�z i
1

< i
2

< · · · < ik,

ozna�
me

~DF = det









ai
1

i
1

ai
1

i
2

. . . ai
1

ik

ai
2

i
1

ai
2

i
2

. . . ai
2

ik

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

aiki1 aiki2 . . . aikik









. Pak plat��:

• A je pozitivn�e semide�nitn��, pr�av�e kdy�z pro ka�zdou nepr�azdnou

podmo�zinu F mno�ziny {1, . . . , n} je

~DF ≥ 0.

• A je negativn�e semide�nitn��, pr�av�e kdy�z pro ka�zdou nepr�azd-

nou podmo�zinu F mno�ziny {1, . . . , n} je (−1)

|F |
~DF ≥ 0, kde

|F | zna�
�� po�
et prvk�u mno�ziny F .

D�usledek. Ne
ht' A =

(

a c

c b

)

. Pak plat��:

• A je pozitivn�e de�nitn��, pr�av�e kdy�z a > 0 a ab− c2 > 0;

• A je negativn�e de�nitn��, pr�av�e kdy�z a < 0 a ab− c2 > 0;

• A je pozitivn�e semide�nitn��, pr�av�e kdy�z a ≥ 0, b ≥ 0 a ab− c2 ≥ 0;

• A je negativn�e semide�nitn��, pr�av�e kdy�z a ≤ 0, b ≤ 0 a ab− c2 ≥ 0.


