
Doplňuj́ıćı cvičeńı k odd́ılu IX.1

Poznámka: Tato cvičeńı nejsou nezbytná pro Matematiku III, ale budou se
hodit v Matematice IV.

Cvičeńı 1: Pro α ∈ R necht’ xα je posloupnost {nα}∞n=1. Ukažte, že množina

{xα : α ∈ R}

je lineárně nezávislá v prostoru s.

Návod: Necht’ {an} je posloupnost, která je netriviálńı lineárńı kombinaćı
posloupnost́ı xα1 , . . . ,xαk . Necht’ α je nejvěťśı z č́ısel α1, . . . , αk, pro které
je koeficient v lineárńı kombinaci nenulový. Ukažte, že limn

an
nα

existuje a je
r̊uzná od nuly. Z toho odvod’te, že posloupnost {an} neńı konstantńı nulová
posloupnost.

Cvičeńı 2: Pro α ∈ (0,+∞) necht’ xα je posloupnost {αn}∞n=1. Ukažte, že
množina

{xα : α ∈ (0,+∞)}

je lineárně nezávislá v prostoru s.

Návod: Postupujte analogicky jako ve Cvičeńı 1.

Cvičeńı 3: Pro α ∈ R \ {0} necht’ xα je posloupnost {αn}∞n=1. Ukažte, že
množina

{xα : α ∈ R \ {0}}

je lineárně nezávislá v prostoru s.

Návod: Necht’ {an} je posloupnost, která je netriviálńı lineárńı kombinaćı
posloupnost́ı xα1 , . . . ,xαk .

Pokud jsou všechna αj kladná, použijeme Cvičeńı 2. Pokud jsou všechna
αj záporná, postupujte podobně jako ve Cvičeńı 1 – jen vezměte nejmenš́ı αj.

Pokud jsou některá kladná a některá záporná, vezměme nejvěťśı z nich (α)
a nejmenš́ı (β). Pokud α > −β, pak limn

an
nα

je nenulová. Pokud α < −β,
pak limn

an
nβ

je nenulová. Pokud α = −β, pak limn
an
nα

neexistuje. Necht’ α
je nejvěťśı z č́ısel α1, . . . , αk, pro které je koeficient v lineárńı kombinaci
nenulový. Ukažte, že limn

an
nα

existuje a je r̊uzná od nuly. Z toho odvod’te, že
posloupnost {an} neńı konstantńı nulová posloupnost.
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Cvičeńı 4: Pro α ∈ R necht’ fα je funkce definovaná předpisem

fα(x) = xα, x ∈ (0,+∞).

Ukažte, že množina
{fα : α ∈ R}

je lineárně nezávislá v prostoru C((0,+∞)).

Návod: Postupujte jako ve Cvičeńı 1, uvažte limitu pro x→ +∞.

Cvičeńı 5: Pro α ∈ R necht’ fα je funkce definovaná předpisem

fα(x) = xα, x ∈ (0, 1).

Ukažte, že množina
{fα : α ∈ R}

je lineárně nezávislá v prostoru C((0, 1)).

Návod: Postupujte podobně jako ve Cvičeńı 1, s t́ım rozd́ılem, že vezmete
nejmenš́ı α a limitu pro x→ 0+.

Cvičeńı 6: Pro α > 0 necht’ fα je funkce definovaná předpisem

fα(x) = αx, x ∈ R.

Ukažte, že množina
{fα : α ∈ (0,+∞)}

je lineárně nezávislá v prostoru C(R).

Návod: Postupujte jako ve Cvičeńı 1, uvažte limitu pro x→ +∞.

Cvičeńı 7: Pro α ∈ R necht’ fα je funkce definovaná předpisem

fα(x) = eαx, x ∈ R.

Ukažte, že množina
{fα : α ∈ R}

je lineárně nezávislá v prostoru C(R).

Návod: eαx = (eα)x, takže jde o stejnou množinu jako ve Cvičeńı 6.
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