Komentar k oddilu XI.1 — Lokalni extrémy — podminky druhého
radu

K definicim souvisejicich pojmu

e Lokalni extrémy, tj. lokdlni maximum a lokalni minimum, byly defi-
novany pro funkce jedné proménné v oddilu IV.7 a pro funkce vice
proménnych v oddilu V.2.

Vyznam je pfirozeny — funkce f ma v bodé x lokalni maximum, pokud
je hodnota v bodé x nejvétsi na néjakém okoli bodu .

Podobné, f ma v bodé x lokalni minimum, pokud je hodnota v bodé
 nejmensi na néjakém okoli bodu .

e Novymi pojmy jsou ostré lokalni maximum a ostré lokalni minimum.

f ma v bodé @ ostré lokalni maximum, pokud existuje okoli bodu x,
na kterém je v bodé x nejvétsi hodnota a navic v ostatnich bodech je
hodnota mensi.

Analogicky, f ma v bodé x ostré lokalni minimum, pokud existuje okoli
bodu x, na kterém je v bodé x nejmensi hodnota a navic v ostatnich
bodech je hodnota vétsi.

Rozdil oproti lokdlnimu maximu a minimu ilustruji nésledujici priklady:

Uvazme dvé funkce dvou proménnych
flay)=2*+y* a glz,y)=(+y)? [z,y]€R”

Funkce f mé v bodé [0,0] ostré lokalni minimum - f(0,0) = 0 a
f(z,y) > 0 pro [z,y] € R*\ {[0,0]}.

Naproti tomu funkce g ma v bodé [0, 0] lokalni minimum, které neni
ostré.

To, ze jde o lokélni minimum plyne z toho, ze ¢(0,0) =0 a g(z,y) >0
pro kazdé [z,y] € R?.

To, Ze neni ostré, plyne z toho, ze g nabyva hodnoty 0 v kazdém bodé
piimky y = —x. Nemuzeme tedy najit § > 0, aby g(z,y) > 0 pro kazdé
[z, y] € B([0,0],8) \ {[0,0]} (bod [5, —3] patif do B([0,0],0) \ {[0,0]},
ale g(2,-2) =0).



e Pokud G C R" je oteviend, f € C'(G) a funkce f ma v bodé a € G
lokdln{ extrém, pak V f(a) = 0 — to plyne z Véty V.6.

Proto se zavadi pojem stacionarniho bodu — to je takovy bod a € G,
pro ktery plati V f(a) = 0.

Tedy z Véty V.6 plyne, Ze bod lokalniho extrému pro funkei t¥idy C*
je nutné bod stacionarni.

Obracena implikace neplati, nulovost parcialnich derivaci nezaruci, ze
je v daném bodé lokalni extrém; jinymi slovy ve stacionarnim bodé
nemusi byt lokalni extrém.

Tato situace si zaslouzi zvlastni nazev — stacionarnimu bodu, ktery neni
bodem lokalniho extrému, se fika sedlovy bod.

Piikladem sedlového bodu je naptiklad bod 0 pro funkci f(z) = a3,

nebo bod [0, 0] pro funkci dvou proménnych g(z,y) = z* — 3.
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Na obrdzku je zndzornén sedlovy bod [0, 0] pro funkci f(z,y) = 2% —y>.
Kromé grafu funkce jsou vyznaceny casti grafu pro y = 0 (modre,
g(z,0) = 2?) apro x = 0 (¢erveng, g(0,y) = —y?). Ty ndzorné vytvaieji
sedlo.

Veéta XI.1 a jeji diukaz:

e Pokud funkce f tiidy C? m4 v bodé a lokdlni extrém, vime podle Véty
Hessovy matice. Pokud je bodé a lokdlni maximum, je Hessova matice
negativné semidefinitni; pokud je v bodé a lokalni maximum, je Hes-
sova matice pozitivné semidefinitni. Tyto podminky jsou nutné, nikoli
postacujici, jak podrobnéji vysvétlime nize.



e Dokazeme bod (i), bod (ii) je zcela analogicky (pfipadné lze dokazat
aplikaci bodu (i) na funkci — f).
e Dokazme bod (i)

Necht f € C?
f"(a) <0.

Predpokladejme pro spor, ze f”(a) > 0. Protoze f ma v bodé a lokéln{
maximum, plati f’(a) =0 (Véta IV.31).

Dale si uvédomme, ze

(i) nejprve pro n = 1, tj. pro funkci jedné proménné.
(

a—r,a+r)a f midv bodé a lokdlni maximum. Pak

f*(a) = lim f'@) = fla) r@-o F2)
T—a Tr—a e T —a

Protoze f”(a) > 0, mame

lim f'(z)

r—a T — Q

> 0,

tedy (podle véty o limité a nerovnostech, viz Véta IV.5) existuje § > 0,

* f(x)

Tr —a

Vz € P(a,0) : > 0.

Tedy
Vo € (a,a+9d): f(x) >0 and Vze€ (a—46a): f'(x)<0.

Podle véty o znaménku derivace a monotonii nyni plati, ze f je klesajici
na (a — d,a) a rostouci na (a,a + 9).

To je ovSsem spor s tim, ze v bodé a je lokdlni maximum — vyslo nam
totiz, ze v bodé a je ostré lokalni minimum (viz nasledujici tabulka).

x |a—9 a a+o0
f(x) <0 0 >0
f(zx) N\, ostrélok. min. A

e Nyni dokazme bod (i). Predpokladejme, ze v bodé a je lokdlni maxi-
mum.

To znamena, ze existuje 6 > 0, ze

Va € B(a,d): f(x) < f(a).
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Chceme ukazat, ze V2f(a) je negativné semidefinitni, tj., Ze
Vh € R": h'V%f(a)h < 0.
Zvolme tedy h € R" libovolné. Pokud h = o, pak
h'V2f(a)h = 0" V?f(a)o =0 < 0.
Predpokladejme tedy, ze h # o.
Definujeme pomocnou funkei jedné proménné predpisem
o(t) = fla +th).

Pak ¢ je definovana na néjakém okoli 0 a ma v bodé 0 lokalni maximum.
[lustruje to nasledujici obrazek:
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Mnozina {a +th: t € R} je piimka prochézejici bodem a ve sméru h.
Prot € (—or, 2) plati a + th € B(a,d), a tedy

TRl Tl
p(t) = fla+th) < f(a) = ¢(0).

Opravdu ma tedy ¢ v bodé 0 lokalni minimum.

Navic je funkce ¢ tifdy C? na intervalu (—”‘ST”, ﬁ) (podle véty o deri-

vaci slozené funkce — viz Véta V.14).
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Tedy, podle jiz dokazaného piipadu n = 1 vime, ze plati ¢”(0) < 0.
Zbyva spocitat ¢”(0). Pouzije opét Vétu V.14:

o(t) = flar & thy, .. an + thy), tE (= i)’
' Y 6.f ) )
('D(t): ax(a1+th17,an+thn>h“ te (_W7W)7

=1 v
vy NN O f ) b N
(1) = DD Gop (@ thu e antth) -y iyt € (— g i)
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i—1 j—1 8$l8$3 J ! ’

Je tedy h"V2f(a)h < 0. A to je piesné to, co jsme chtéli.
Véta XI1.2 a jeji dukaz:

e Tato véta dava postacujici podminky pro ostré lokalni extrémy. Pokud
fje tifdy C? Vf(a) = o a V2f(a) je negativné definitni, je v bodé
a ostré lokalni maximum. Pokud Vf(a) = o a V?f(a) je pozitivné
definitni, je v bodé a ostré lokalni minimum.

Piipad n = 1 byl dokazan v prubéhu dukazu Véty XI.1, nicméné obecny
pripad vyzaduje jiny postup, jak uvidime nize.

e Soucdsti véty je i bod (iii), ktery ¥ikd, ze pokud Vf(a) = 0 a V*f(a)
je indefinitni, pak v bodé a je sedlovy bod.

To je jiz snadné, protoze to plyne z Véty XI.1. Necht tedy Vf(a) = o a
V2f(a) je indefinitni. Pak a je stacionarni bod. Navic, protoze V2f(a)
neni pozitivné semidefinitni ani negativné semidefinitni, z Véty XI.1
plyne, ze v bodé a neni lokdlni minimum ani lokalni maximum.

Tedy a je stacionarni bod, v némz neni lokalni extrém. To je ovSem
presné definice sedlového bodu.

e Dukaz bodu (i):

Piedpoklddejme tedy, ze f je tifdy C?, Vf(a) = o a V2f(a) je nega-
tivné definitni.

Dukaz provedeme v nékolika krocich:
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Krok 1: Oznacme o = max{h’V2f(a)h: h € R"||h| = 1}. Pak
a <0.
Nejprve si uvédomme, ze funkce b — h' V2 f(a)h (tj. kvadratické
forma reprezentovand matici V2 f(a)) je spojita na R™.
Dale, mnozina

S={heR":||h]| =1}

je omezend a uzaviend (norma, tj. funkce h — ||h||, je spojita
funkce), tedy kompaktni (viz Véta V.9).
Protoze ziejmé S # (), podle véty o nabyvani extrému (Véta V.10)
nabyvéa funkce h — h'V?f(a)h svého minima i maxima. Tedy
vyse uvedena definice ¢isla o ma smysl — pravé jsme ukazali, ze
maximum existuje.
Navic plati a < 0. Protoze V2 f(a) je negativné definitni, je

Vh € S: K"V?f(a)h <0,
tedy i maximum je zaporné.
Krok 2: Yh € S: h"V2f(a)h < o /h|?>.
Pro h = o to ztejmé plati. Pro h # o je

W'V fa)h=|bl* - (Vi (@) < alhll
—————

<a, protoze || 4||=1

Krok 3: Aplikace Véty X.9 a dokonceni dukazu:
Protoze G je oteviend mnozina, existuje A > 0, ze B(a,A) C G.
Pak f € C?(B(a,A)), a tedy mizeme pouzit Vétu X.9.
Podle ni existuje funkce w definovana na B(a, A), pro kterou plati

il_rf}lw(w) =0a

f(x) = TQf’“(a:) +w(x) - ||z —al? =x<€ Bla,A).

Pouzijeme definici Taylorova polynomu a predpoklad, ze a je sta-
cionarni bod a dostaneme, ze pro kazdé x € B(a,A) plati

fx)=fla)+V/f(a)-(x—a) +%(9B —a)'Vf(a)(z - a) + w(x) -
W—/

=0

=0

= f(@) + (@ — @) V*f(a)(@ — a) + w(@) | ~ al]



Tedy, pro € B(a,A) plati

flx) = fla) = (@ - a)'Vf(a)(x — a) +w(z) - ||z — a®

<allz—al? dle Kroku 2
1 (6%
< sollz—alf +w@) - o —al’ = ( § +w@) )|z —al
———
—5+0=5<0
Protoze lim (§+w(x)) = § < 0, podle véty o limité a nerovnostech
r—a
(Véta IV.5) existuje 6 > 0, ze
Va € B(a,d) \ {a} : % +w(z) < 0.
Proto pro € B(a,0) \ {a} plati

fx) = fa) < (5 +w(@)) ||z — al* <0,
0 >0
tj- f(z) < f(a).

To ovsem ukazuje, ze v bodé a ma funkce f ostré lokdlni maxi-
mum. A dukaz je hotov.

e Bod (ii) se dokaze analogicky, pripadné aplikaci bodu (i) na funkeci — f.



Zavérecné shrnuti a priklady: Obeé véty jsou pouze implikace, nikoli ekvi-
valence. Véta XI.1 dava podminky nutné a nikoli postacujici, Véta XI.2 dava
podminky postacujici a nikoli nutné.

Co tyto dveé véty tikaji, nyni shrneme:

Necht G C R" je oteviena, f € C*(G), a € G je stacionarni bod (tj.
Vf(a)=0).

Pak mohou nastat néasledujici moznosti:

e V/f%(a) je negativné definitni.

Pak je v a ostré lokdlni maximum (podle Véty XI1.2(i)).

e Vf%(a) je pozitivné definitni.
Pak je v a ostré lokdlni minimum (podle Veéty XI1.2(ii)).

e Vf2(a) je indefinitn{ (tj. nenf ani pozitivné semidefinitn{ ani negativné
semidefinitni).

Pak v a neni lokdln{ extrém, je tam sedlovy bod (podle Véty XI.2(iii)).

e V/f?(a) je negativné semidefinitni a zdroven pozitivné semidefinitni.
To muZe nastat jediné v pifpadé, ze V f?(a) je nulova matice.

Pak Véty XI.1 a XI.2 nefikaji vibec nic, a tedy se muze stat témeér
cokoli, coz ilustrujeme nasledujicimi ptiklady funkei, z nichz vsechny
maji v bodé [0, 0] nulovy gradient i Hessovu matici:

— Funkce f(z,y) = 0 je konstatni, tedy ma v [0, 0] zdroven lokdlni
minimum i lokalni maximum.

— Funkce f(z+y) = (z +y)* méa v bodé [0, 0] lokdln{ minimum, ale
ne ostré.

— Funkce f(z +y) = —(z + y)* ma v bodé [0, 0] lokdln{ maximum,
ale ne ostré.

— Funkce f(x+y) = 2+ y* md v bodé [0, 0] ostré lokaln{ minimum.

— Funkce f(z +y) = —2* — y* ma v bodé [0, 0] ostré lokalni maxi-
mumn.

— Funkee f(z +y) = 2* — y* md v bodeé [0, 0] sedlovy bod.



e Vf?(a) je negativné semidefinitni, neni negativné definitn{ a neni to
nulova matice.

Pak V f?(a) neni pozitivné semidefinitni, a tedy v bodé a nenf lokdln{
minimum (podle Véty XI.1(ii)). Muze tam byt lokalni maximum (ostré
nebo neostré) nebo sedlovy bod.

O tom sveédci nasledujici priklady:

— Funkee f(z,y) = —z*—y* m4 v bodé [0, 0] ostré lokdlni minimum.
— Funkee f(z,y) = —(z+y)? md v bodé [0, 0] lokdln{ minimum, ale
ne ostré.

— Funkece f(z,y) = —2? + y* md v bodé [0, 0] sedlovy bod.
e Vf%(a) je pozitivné semidefinitni, neni pozitivné definitni a nenf to
nulova matice.

Pak V f?(a) neni negativné semidefinitni, a tedy v bodé a nenf lokdln{
maximum (podle Véty XI.1(i)). Muze tam byt lokalni minimum (ostré
nebo neostré) nebo sedlovy bod.

O tom sveédci nasledujici priklady:

— Funkce f(z,y) = 22 + y* ma v bodé [0, 0] ostré lokalni maximum.

— Funkce f(z,y) = (z + y)? ma v bodé [0, 0] lokdlni maximum, ale
ne ostré.

— Funkee f(z,y) = 2% — y* ma v bodé [0, 0] sedlovy bod.



