
Komentář k odd́ılu XI.1 – Lokálńı extrémy – podmı́nky druhého
řádu

K definićım souvisej́ıćıch pojmů

• Lokálńı extrémy, tj. lokálńı maximum a lokálńı minimum, byly defi-
novány pro funkce jedné proměnné v odd́ılu IV.7 a pro funkce v́ıce
proměnných v odd́ılu V.2.

Význam je přirozený – funkce f má v bodě x lokálńı maximum, pokud
je hodnota v bodě x největš́ı na nějakém okoĺı bodu x.

Podobně, f má v bodě x lokálńı minimum, pokud je hodnota v bodě
x nejmenš́ı na nějakém okoĺı bodu x.

• Novými pojmy jsou ostré lokálńı maximum a ostré lokálńı minimum.

f má v bodě x ostré lokálńı maximum, pokud existuje okoĺı bodu x,
na kterém je v bodě x největš́ı hodnota a nav́ıc v ostatńıch bodech je
hodnota menš́ı.

Analogicky, f má v bodě x ostré lokálńı minimum, pokud existuje okoĺı
bodu x, na kterém je v bodě x nejmenš́ı hodnota a nav́ıc v ostatńıch
bodech je hodnota větš́ı.

Rozd́ıl oproti lokálńımu maximu a minimu ilustruj́ı následuj́ıćı př́ıklady:

Uvažme dvě funkce dvou proměnných

f(x, y) = x2 + y2 a g(x, y) = (x+ y)2, [x, y] ∈ R2.

Funkce f má v bodě [0, 0] ostré lokálńı minimum – f(0, 0) = 0 a
f(x, y) > 0 pro [x, y] ∈ R2 \ {[0, 0]}.
Naproti tomu funkce g má v bodě [0, 0] lokálńı minimum, které neńı
ostré.

To, že jde o lokálńı minimum plyne z toho, že g(0, 0) = 0 a g(x, y) ≥ 0
pro každé [x, y] ∈ R2.

To, že neńı ostré, plyne z toho, že g nabývá hodnoty 0 v každém bodě
př́ımky y = −x. Nemůžeme tedy naj́ıt δ > 0, aby g(x, y) > 0 pro každé
[x, y] ∈ B([0, 0], δ) \ {[0, 0]} (bod [ δ

2
,− δ

2
] patř́ı do B([0, 0], δ) \ {[0, 0]},

ale g( δ
2
,− δ

2
) = 0).
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• Pokud G ⊂ Rn je otevřená, f ∈ C1(G) a funkce f má v bodě a ∈ G
lokálńı extrém, pak ∇f(a) = 0 – to plyne z Věty V.6.

Proto se zavád́ı pojem stacionárńıho bodu – to je takový bod a ∈ G,
pro který plat́ı ∇f(a) = 0.

Tedy z Věty V.6 plyne, že bod lokálńıho extrému pro funkci tř́ıdy C1

je nutně bod stacionárńı.

Obrácená implikace neplat́ı, nulovost parciálńıch derivaćı nezaruč́ı, že
je v daném bodě lokálńı extrém; jinými slovy ve stacionárńım bodě
nemuśı být lokálńı extrém.

Tato situace si zaslouž́ı zvláštńı název – stacionárńımu bodu, který neńı
bodem lokálńıho extrému, se ř́ıká sedlový bod.

Př́ıkladem sedlového bodu je např́ıklad bod 0 pro funkci f(x) = x3,
nebo bod [0, 0] pro funkci dvou proměnných g(x, y) = x2 − y2.

x

y

Na obrázku je znázorněn sedlový bod [0, 0] pro funkci f(x, y) = x2−y2.
Kromě grafu funkce jsou vyznačeny části grafu pro y = 0 (modře,
g(x, 0) = x2) a pro x = 0 (červeně, g(0, y) = −y2). Ty názorně vytvářej́ı
sedlo.

Věta XI.1 a jej́ı d̊ukaz:

• Pokud funkce f tř́ıdy C2 má v bodě a lokálńı extrém, v́ıme podle Věty
V.6, že ∇f(a) = o. Věta XI.1 dává podrobněǰśı informaci s použit́ım
Hessovy matice. Pokud je bodě a lokálńı maximum, je Hessova matice
negativně semidefinitńı; pokud je v bodě a lokálńı maximum, je Hes-
sova matice pozitivně semidefinitńı. Tyto podmı́nky jsou nutné, nikoli
postačuj́ıćı, jak podrobněji vysvětĺıme ńıže.
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• Dokážeme bod (i), bod (ii) je zcela analogický (př́ıpadně lze dokázat
aplikaćı bodu (i) na funkci −f).

• Dokažme bod (i) nejprve pro n = 1, tj. pro funkci jedné proměnné.

Necht’ f ∈ C2(a − r, a + r) a f má v bodě a lokálńı maximum. Pak
f ′′(a) ≤ 0.

Předpokládejme pro spor, že f ′′(a) > 0. Protože f má v bodě a lokálńı
maximum, plat́ı f ′(a) = 0 (Věta IV.31).

Dále si uvědomme, že

f ′′(a) = lim
x→a

f ′(x)− f ′(a)

x− a
f ′(a)=0

= lim
x→a

f ′(x)

x− a
.

Protože f ′′(a) > 0, máme

lim
x→a

f ′(x)

x− a
> 0,

tedy (podle věty o limitě a nerovnostech, viz Věta IV.5) existuje δ > 0,
že

∀x ∈ P (a, δ) :
f ′(x)

x− a
> 0.

Tedy

∀x ∈ (a, a+ δ) : f ′(x) > 0 and ∀x ∈ (a− δ, a) : f ′(x) < 0.

Podle věty o znaménku derivace a monotonii nyńı plat́ı, že f je klesaj́ıćı
na (a− δ, a〉 a rostoućı na 〈a, a+ δ).

To je ovšem spor s t́ım, že v bodě a je lokálńı maximum – vyšlo nám
totiž, že v bodě a je ostré lokálńı minimum (viz následuj́ıćı tabulka).

x a− δ a a+ δ
f ′(x) < 0 0 > 0
f(x) ↘ ostré lok. min. ↗

• Nyńı dokažme bod (i). Předpokládejme, že v bodě a je lokálńı maxi-
mum.

To znamená, že existuje δ > 0, že

∀x ∈ B(a, δ) : f(x) ≤ f(a).
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Chceme ukázat, že ∇2f(a) je negativně semidefinitńı, tj., že

∀h ∈ Rn : hT∇2f(a)h ≤ 0.

Zvolme tedy h ∈ Rn libovolné. Pokud h = o, pak

hT∇2f(a)h = oT∇2f(a)o = 0 ≤ 0.

Předpokládejme tedy, že h 6= o.

Definujeme pomocnou funkci jedné proměnné předpisem

ϕ(t) = f(a + th).

Pak ϕ je definována na nějakém okoĺı 0 a má v bodě 0 lokálńı maximum.
Ilustruje to následuj́ıćı obrázek:

a− th

a = a + 0 · h

a + th

B(a, δ)

a + δ
‖h‖h

a− δ
‖h‖h

Množina {a+ th : t ∈ R} je př́ımka procházej́ıćı bodem a ve směru h.
Pro t ∈ (− δ

‖h‖ ,
δ
‖h‖) plat́ı a + th ∈ B(a, δ), a tedy

ϕ(t) = f(a + th) ≤ f(a) = ϕ(0).

Opravdu má tedy ϕ v bodě 0 lokálńı minimum.

Nav́ıc je funkce ϕ tř́ıdy C2 na intervalu (− δ
‖h‖ ,

δ
‖h‖) (podle věty o deri-

vaci složené funkce – viz Věta V.14).
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Tedy, podle již dokázaného př́ıpadu n = 1 v́ıme, že plat́ı ϕ′′(0) ≤ 0.
Zbývá spoč́ıtat ϕ′′(0). Použije opět Větu V.14:

ϕ(t) = f(a1 + th1, . . . , an + thn), t ∈ (− δ
‖h‖ ,

δ
‖h‖);

ϕ′(t) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a1 + th1, . . . , an + thn) · hi, t ∈ (− δ

‖h‖ ,
δ
‖h‖);

ϕ′′(t) =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a1 + th1, . . . , an + thn) · hj · hi, t ∈ (− δ

‖h‖ ,
δ
‖h‖);

ϕ′′(0) =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a) · hj · hi = hT∇2f(a)h.

Je tedy hT∇2f(a)h ≤ 0. A to je přesně to, co jsme chtěli.

Věta XI.2 a jej́ı d̊ukaz:

• Tato věta dává postačuj́ıćı podmı́nky pro ostré lokálńı extrémy. Pokud
f je tř́ıdy C2, ∇f(a) = o a ∇2f(a) je negativně definitńı, je v bodě
a ostré lokálńı maximum. Pokud ∇f(a) = o a ∇2f(a) je pozitivně
definitńı, je v bodě a ostré lokálńı minimum.

Př́ıpad n = 1 byl dokázán v pr̊uběhu d̊ukazu Věty XI.1, nicméně obecný
př́ıpad vyžaduje jiný postup, jak uvid́ıme ńıže.

• Součást́ı věty je i bod (iii), který ř́ıká, že pokud ∇f(a) = o a ∇2f(a)
je indefinitńı, pak v bodě a je sedlový bod.

To je již snadné, protože to plyne z Věty XI.1. Necht’ tedy ∇f(a) = o a
∇2f(a) je indefinitńı. Pak a je stacionárńı bod. Nav́ıc, protože ∇2f(a)
neńı pozitivně semidefinitńı ani negativně semidefinitńı, z Věty XI.1
plyne, že v bodě a neńı lokálńı minimum ani lokálńı maximum.

Tedy a je stacionárńı bod, v němž neńı lokálńı extrém. To je ovšem
přesně definice sedlového bodu.

• Důkaz bodu (i):

Předpokládejme tedy, že f je tř́ıdy C2, ∇f(a) = o a ∇2f(a) je nega-
tivně definitńı.

Důkaz provedeme v několika kroćıch:
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Krok 1: Označme α = max{hT∇2f(a)h : h ∈ Rn, ‖h‖ = 1}. Pak
α < 0.

Nejprve si uvědomme, že funkce h 7→ hT∇2f(a)h (tj. kvadratická
forma reprezentovaná matićı ∇2f(a)) je spojitá na Rn.

Dále, množina
S = {h ∈ Rn : ‖h‖ = 1}

je omezená a uzavřená (norma, tj. funkce h 7→ ‖h‖, je spojitá
funkce), tedy kompaktńı (viz Věta V.9).

Protože zřejmě S 6= ∅, podle věty o nabýváńı extrémů (Věta V.10)
nabývá funkce h 7→ hT∇2f(a)h svého minima i maxima. Tedy
výše uvedená definice č́ısla α má smysl – právě jsme ukázali, že
maximum existuje.

Nav́ıc plat́ı α < 0. Protože ∇2f(a) je negativně definitńı, je

∀h ∈ S : hT∇2f(a)h < 0,

tedy i maximum je záporné.

Krok 2: ∀h ∈ S : hT∇2f(a)h ≤ α‖h‖2.
Pro h = o to zřejmě plat́ı. Pro h 6= o je

hT∇2f(a)h = ‖h‖2 · hT

‖h‖∇
2f(a) h

‖h‖︸ ︷︷ ︸
≤α, protože ‖ h

‖h‖‖=1

≤ α‖h‖2.

Krok 3: Aplikace Věty X.9 a dokončeńı d̊ukazu:

Protože G je otevřená množina, existuje ∆ > 0, že B(a,∆) ⊂ G.
Pak f ∈ C2(B(a,∆)), a tedy můžeme použ́ıt Větu X.9.

Podle ńı existuje funkce ω definovaná na B(a,∆), pro kterou plat́ı
lim
x→a

ω(x) = 0 a

f(x) = T f,a2 (x) + ω(x) · ‖x− a‖2, x ∈ B(a,∆).

Použijeme definici Taylorova polynomu a předpoklad, že a je sta-
cionárńı bod a dostaneme, že pro každé x ∈ B(a,∆) plat́ı

f(x) = f(a) +∇f(a)︸ ︷︷ ︸
=o

·(x− a)

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
(x− a)T∇2f(a)(x− a) + ω(x) · ‖x− a‖2

= f(a) +
1

2
(x− a)T∇2f(a)(x− a) + ω(x) · ‖x− a‖2.
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Tedy, pro x ∈ B(a,∆) plat́ı

f(x)− f(a) =
1

2
(x− a)T∇2f(a)(x− a)︸ ︷︷ ︸
≤α‖x−a‖2 dle Kroku 2

+ω(x) · ‖x− a‖2

≤ 1

2
α‖x− a‖2 + ω(x) · ‖x− a‖2 = ( α

2
+ ω(x)︸ ︷︷ ︸

−→α
2
+0=α

2
<0

)‖x− a‖2.

Protože lim
x→a

(α
2
+ω(x)) = α

2
< 0, podle věty o limitě a nerovnostech

(Věta IV.5) existuje δ > 0, že

∀x ∈ B(a, δ) \ {a} :
α

2
+ ω(x) < 0.

Proto pro x ∈ B(a, δ) \ {a} plat́ı

f(x)− f(a) ≤ (α
2

+ ω(x)︸ ︷︷ ︸
<0

) ‖x− a‖2︸ ︷︷ ︸
>0

< 0,

tj. f(x) < f(a).

To ovšem ukazuje, že v bodě a má funkce f ostré lokálńı maxi-
mum. A d̊ukaz je hotov.

• Bod (ii) se dokáže analogicky, př́ıpadně aplikaćı bodu (i) na funkci −f .
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Závěrečné shrnut́ı a př́ıklady: Obě věty jsou pouze implikace, nikoli ekvi-
valence. Věta XI.1 dává podmı́nky nutné a nikoli postačuj́ıćı, Věta XI.2 dává
podmı́nky postačuj́ıćı a nikoli nutné.

Co tyto dvě věty ř́ıkaj́ı, nyńı shrneme:
Necht’ G ⊂ Rn je otevřená, f ∈ C2(G), a ∈ G je stacionárńı bod (tj.

∇f(a) = 0).
Pak mohou nastat následuj́ıćı možnosti:

• ∇f 2(a) je negativně definitńı.

Pak je v a ostré lokálńı maximum (podle Věty XI.2(i)).

• ∇f 2(a) je pozitivně definitńı.

Pak je v a ostré lokálńı minimum (podle Věty XI.2(ii)).

• ∇f 2(a) je indefinitńı (tj. neńı ani pozitivně semidefinitńı ani negativně
semidefinitńı).

Pak v a neńı lokálńı extrém, je tam sedlový bod (podle Věty XI.2(iii)).

• ∇f 2(a) je negativně semidefinitńı a zároveň pozitivně semidefinitńı.

To může nastat jedině v př́ıpadě, že ∇f 2(a) je nulová matice.

Pak Věty XI.1 a XI.2 neř́ıkaj́ı v̊ubec nic, a tedy se může stát téměř
cokoli, což ilustrujeme následuj́ıćımi př́ıklady funkćı, z nichž všechny
maj́ı v bodě [0, 0] nulový gradient i Hessovu matici:

– Funkce f(x, y) = 0 je konstatńı, tedy má v [0, 0] zároveň lokálńı
minimum i lokálńı maximum.

– Funkce f(x+ y) = (x+ y)4 má v bodě [0, 0] lokálńı minimum, ale
ne ostré.

– Funkce f(x + y) = −(x + y)4 má v bodě [0, 0] lokálńı maximum,
ale ne ostré.

– Funkce f(x+y) = x4 +y4 má v bodě [0, 0] ostré lokálńı minimum.

– Funkce f(x + y) = −x4 − y4 má v bodě [0, 0] ostré lokálńı maxi-
mum.

– Funkce f(x+ y) = x4 − y4 má v bodě [0, 0] sedlový bod.
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• ∇f 2(a) je negativně semidefinitńı, neńı negativně definitńı a neńı to
nulová matice.

Pak ∇f 2(a) neńı pozitivně semidefinitńı, a tedy v bodě a neńı lokálńı
minimum (podle Věty XI.1(ii)). Může tam být lokálńı maximum (ostré
nebo neostré) nebo sedlový bod.

O tom svědč́ı následuj́ıćı př́ıklady:

– Funkce f(x, y) = −x2−y4 má v bodě [0, 0] ostré lokálńı minimum.

– Funkce f(x, y) = −(x+ y)2 má v bodě [0, 0] lokálńı minimum, ale
ne ostré.

– Funkce f(x, y) = −x2 + y4 má v bodě [0, 0] sedlový bod.

• ∇f 2(a) je pozitivně semidefinitńı, neńı pozitivně definitńı a neńı to
nulová matice.

Pak ∇f 2(a) neńı negativně semidefinitńı, a tedy v bodě a neńı lokálńı
maximum (podle Věty XI.1(i)). Může tam být lokálńı minimum (ostré
nebo neostré) nebo sedlový bod.

O tom svědč́ı následuj́ıćı př́ıklady:

– Funkce f(x, y) = x2 + y4 má v bodě [0, 0] ostré lokálńı maximum.

– Funkce f(x, y) = (x + y)2 má v bodě [0, 0] lokálńı maximum, ale
ne ostré.

– Funkce f(x, y) = x2 − y4 má v bodě [0, 0] sedlový bod.
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