Komentar k oddilu XI.2 — extrémy konkavnich funkci

O charakterizacich konkavnich funkci:

e Konvexni a konkavni funkce byly pro funkce jedné proménné defi-
novany v oddilu IV.8 a pro funkce vice proménnych v oddilu V.8.

Konvexni a konkdvni funkce vzdy uvazujeme definované na konvexni
mnoziné, jen v tom piipadé totiz definice dava smysl.

e Konvexni a konkdvni funkce tiidy C! 1ze charakterizovat pomoci parcidlnich
derivaci.

Pro funkce jedné proménné plati, ze f je konkavni na otevieném inter-
valu, pravé kdyz f’ je na tomto intervalu nerostouci (viz Véta V.38 a
nésledujici pozndmka).

Jistou analogii této véty pro funkce vice proménnych je Véta V.23.
e Konvexn{ a konkavni funkce t¥idy C? lze charakterizovat pomoci parcialnich
derivaci druhého tadu.

Pro funkce jedné proménné Véta IV.39 iik4, ze f je konkavni na otevieném
intervalu, pravé kdyz f” < 0 na tomto intervalu.

Analogii pro funkce vice proménnych je pravée Véta XI1.3, kterd tvori
hlavni obsah tohoto oddilu.
Dikaz Veéty XI1.3:

e Tato véta je, jak bylo feceno vyse, analogii Véty IV.39. Z této véty se
také dokaze.
e Priprava:

Piipomenme tvrzeni Poznamky (2) za definici konkavni funkce v oddilu

V.8:

L1: Necht M C R™ je konvezni mnoZina a f : M — R je funkce. Pak
plati

f je konkdvni na M < Vx,y € M : f je konkduni na isecce xy
e Ve,y € M funkcet — f(x+t(y—x)) je konkdvni na intervalu (0,1).



Pokud pracujeme na oteviené konvexni mnoziné, muzeme tuto charak-
terizaci modifikovat nasledovné:

L2: Necht G C R"™ je otevrend konvexni mnozina a f : G — R je
funkce. Pak plati

f je konkdavni na G < Vx,y € G3§ > 0: funkce t — f(x+t(y—x))
je konkdvni na intervalu (—6,1 + 0).

To jsme vlastné jiz pouzili v dukazu Véty V.23. Vysvétleme to:

Implikace < je zfejma — plyne totiz z charakterizace L1 vySe. Pokud
je totiz uvedend funkce konkdvni na na intervalu (—d, 1+ 9) pro néjaké
d > 0, je tim spiSe konkdvni na mensim intervalu (0, 1).

Pro implikaci = pripomenme argument z oddilu V.8:
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Zeleny ovél ohrani¢uje mnozinu G (je oteviend a konvexni). Mame v
ni body « a y, celd tsecka je obsazena v G (protoze je konvexni). Tuto
usecku lze parametrizovat jako

x+itly—x), te(0,1).

Protoze G je oteviend, jsou body «, y vnitini body, tedy existuji néjaka
jejich okoli, ktera jsou celd obsazena v G (na obrazku ohranicena ze-
lenymi ¢drkovanymi kruznicemi).

Proto, kdyz usecku xy prodlouzime na primku, na obou stranéch bude
jesté kousek lezet v mnoziné G. Tuto prodlouzenou tsecku muzeme

parametrizovat
x+itly—x), te(=06,140)
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pro vhodné 6 > 0. Na tomto intervalu je pak konkavni funkce t —

fle+i(y —x)).
Prevedeni na pouziti Véty IV.39 pro funkce jedné proménné:

Necht x,y € G. Definujme funkci

p(t) = flx+tly —=), te(=0,1+0),

kde § > 0 je zvolené tak, aby usecka  +t(y —x), t € (0,14 6) byla
celd obsazena v G (viz pfedchozi bod).

Pak ¢ je tiidy C? na intervalu (—4,4) (podle Véty o derivaci slozené
funkce, viz Véta V.14).

Tedy podle Véty 1V.39 plati
¢ je konkdvni na (—4,14+0) &Vt € (=4,1+0): ¢"(t) <0. (%)
Vypocet ¢".

Tento vypocet jsme v podstaté uz nékolikrat provedli. V tomto pripadé
vypada takto (rovnosti plati pro t € (—d,1+ 9)).

QO(t) = f(xl + t(yl - :El)v ceey I + t(yn - Qﬁ'n)),

Za_f (@1 +t(y — 1), T+ Y — @) - (Ui — ),
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Dikaz implikace < z Véty XI1.3:

Predpokladejme, ze Hessova matice je v kazdém bodé mnoziny G ne-
gativné semidefinitni.

Abychom ukazali, ze f je konkavni, pouzijeme charakterizaci L2. Vezméme
tedy x,y € G a definujme funkci ¢ jako vyse.

Staci, kdyz ukdzeme, ze ¢ je konkdvni na (—d,1 + 9).
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Vime, ze pro t € (—6,1+ 0) plati

'(t)=(y— )" Vflx+tly —x))(y —x) <0,

protoze matice V2f(x + t(y — x)) je negativné semidefinitni.

Tedy podle (x) je ¢ konkdvni a dukaz je hotov.

Dukaz implikace = z Véty XI.3:

Predpokladejme, ze f je konkavni. Pak podle charakterizace L2 je pro
kazdé x,y € G prislusna funkce ¢ konkdvni na (—4d, 14 9). Tedy podle
(%) je ¢" < 0mna (—d,1+9). Protoze ¢” jsme spocitali vyse, dostavame

Ve, y € G35 >0Vt € (—0,140) : (y—x) V2 f(x+t(y—x))(y—x) < 0.
Specialné, dosazenim ¢t = 0, dostaneme
Ve,y € G: (y—x) ' Vif(x)(y —x) <O0. (%)

Z toho nyni odvodme, Ze Hessova matice je v kazdém bodé negativné
semidefinitni.

Nechf € G je libovolné. Protoze G je oteviend, existuje r > 0, Ze
B(x,r) C G. Pak pro kazdé h € R™ \ {o} plati
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Protoze o' V2f(x)o = 0, dostavame, ze V2f(x) je negativné semide-
fintni a dukaz je hotov.

Alternativni dukaz implikace =:

Ukazme si jesté kratky ponékud trikovy dukaz implikace =

Nechf f je konkdvni funkce tifdy C? na oteviené konvexnf mnoziné G.

Necht & € G je libovolny prvek.



Definujme pomocnou funkci g : G — R predpisem
9(y) = fly) = Vf(z)- y.

Pak ¢ je také konkavni funkce na G, protoze funkce y — Vf(x) - y je
linearni zobrazeni R™ do R, a tedy je zaroven konvexni i konkavni.

Navic g je také tiidy C? na G (linedrni zobrazeni jsou t¥idy C*).

Déle 1ze snadno spocitat, ze

Vyly) =Vf(y) - Vf(z), yeq,
specialné
Vg(x) =V f(x) - Vf(x)=o,
tedy g nabyvéd v bodé & maxima na G (viz dusledek Véty V.23).

Protoze G je oteviend, je to i lokdlni maximum, a tedy VZg(x) je
negativné semidefinitni podle Véty XI.1(i).

Protoze ovSsem parcidlni derivace druhého fadu linearni funkce jsou
nulové, je

Vig(y) = V*f(y), yed.

Specidlné V2 f(x) = VZg(x) je negativné semidefinitni.

e Analogicky se dokazou dalsi tvrzeni:

Nechf f je funkce tiidy C? na oteviené konvexni mnoziné G. Pak plati:

— f je konvexni na G <= Vx € G: V2f(x) je pozitivné semidefi-
nitni.

— Vx € G: V2f(x) je negativné definitni = f je ryze konkdvni na
G.

— Vx € G: V2f(x) je pozitivné definitni = f je ryze konvexni na
G.

K Vété XI.4: Tato véta je dusledkem jiz znamych vét. Z bodu (i) plyne
podle Véty X1.3. ze f je konkdvni na G. Z bodu (ii) a dusledku Véty V.23
pak plyne, ze v bodé a je maximum f na G.



