
Komentář k odd́ılu XI.2 – extrémy konkávńıch funkćı

O charakterizaćıch konkávńıch funkćı:

• Konvexńı a konkávńı funkce byly pro funkce jedné proměnné defi-
novány v odd́ılu IV.8 a pro funkce v́ıce proměnných v odd́ılu V.8.

Konvexńı a konkávńı funkce vždy uvažujeme definované na konvexńı
množině, jen v tom př́ıpadě totiž definice dává smysl.

• Konvexńı a konkávńı funkce tř́ıdy C1 lze charakterizovat pomoćı parciálńıch
derivaćı.

Pro funkce jedné proměnné plat́ı, že f je konkávńı na otevřeném inter-
valu, právě když f ′ je na tomto intervalu nerostoućı (viz Věta IV.38 a
následuj́ıćı poznámka).

Jistou analogíı této věty pro funkce v́ıce proměnných je Věta V.23.

• Konvexńı a konkávńı funkce tř́ıdy C2 lze charakterizovat pomoćı parciálńıch
derivaćı druhého řádu.

Pro funkce jedné proměnné Věta IV.39 ř́ıká, že f je konkávńı na otevřeném
intervalu, právě když f ′′ ≤ 0 na tomto intervalu.

Analogíı pro funkce v́ıce proměnných je právě Věta XI.3, která tvoř́ı
hlavńı obsah tohoto odd́ılu.

Důkaz Věty XI.3:

• Tato věta je, jak bylo řečeno výše, analogíı Věty IV.39. Z této věty se
také dokáže.

• Př́ıprava:

Připomeňme tvrzeńı Poznámky (2) za definićı konkávńı funkce v odd́ılu
V.8:

L1: Necht’ M ⊂ Rn je konvexńı množina a f : M → R je funkce. Pak
plat́ı

f je konkávńı na M ⇔ ∀x,y ∈M : f je konkávńı na úsečce xy

⇔ ∀x,y ∈M : funkce t 7→ f(x+t(y−x)) je konkávńı na intervalu 〈0, 1〉.
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Pokud pracujeme na otevřené konvexńı množině, můžeme tuto charak-
terizaci modifikovat následovně:

L2: Necht’ G ⊂ Rn je otevřená konvexńı množina a f : G → R je
funkce. Pak plat́ı

f je konkávńı na G⇔ ∀x,y ∈ G∃δ > 0 : funkce t 7→ f(x+t(y−x))

je konkávńı na intervalu (−δ, 1 + δ).

To jsme vlastně již použili v d̊ukazu Věty V.23. Vysvětleme to:

Implikace ⇐ je zřejmá – plyne totiž z charakterizace L1 výše. Pokud
je totiž uvedená funkce konkávńı na na intervalu (−δ, 1 + δ) pro nějaké
δ > 0, je t́ım sṕı̌se konkávńı na menš́ım intervalu 〈0, 1〉.
Pro implikaci ⇒ připomeňme argument z odd́ılu V.8:

0 1

x

y

−δ 1 + δ

Zelený ovál ohraničuje množinu G (je otevřená a konvexńı). Máme v
ńı body x a y, celá úsečka je obsažena v G (protože je konvexńı). Tuto
úsečku lze parametrizovat jako

x + t(y − x), t ∈ 〈0, 1〉.

Protože G je otevřená, jsou body x,y vnitřńı body, tedy existuj́ı nějaká
jejich okoĺı, která jsou celá obsažena v G (na obrázku ohraničena ze-
lenými čárkovanými kružnicemi).

Proto, když úsečku xy prodlouž́ıme na př́ımku, na obou stranách bude
ještě kousek ležet v množině G. Tuto prodlouženou úsečku můžeme
parametrizovat

x + t(y − x), t ∈ (−δ, 1 + δ)
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pro vhodné δ > 0. Na tomto intervalu je pak konkávńı funkce t 7→
f(x + t(y − x)).

• Převedeńı na použit́ı Věty IV.39 pro funkce jedné proměnné:

Necht’ x,y ∈ G. Definujme funkci

ϕ(t) = f(x + t(y − x)), t ∈ (−δ, 1 + δ),

kde δ > 0 je zvolené tak, aby úsečka x + t(y − x), t ∈ (−δ, 1 + δ) byla
celá obsažena v G (viz předchoźı bod).

Pak ϕ je tř́ıdy C2 na intervalu (−δ, δ) (podle Věty o derivaci složené
funkce, viz Věta V.14).

Tedy podle Věty IV.39 plat́ı

ϕ je konkávńı na (−δ, 1 + δ)⇔ ∀t ∈ (−δ, 1 + δ) : ϕ′′(t) ≤ 0. (∗)

• Výpočet ϕ′′.

Tento výpočet jsme v podstatě už několikrát provedli. V tomto př́ıpadě
vypadá takto (rovnosti plat́ı pro t ∈ (−δ, 1 + δ)).

ϕ(t) = f(x1 + t(y1 − x1), . . . , xn + t(yn − xn)),

ϕ′(t) =
n∑

i=1

∂f
∂xi

(x1 + t(y1 − x1), . . . , xn + t(yn − xn)) · (yi − xi),

ϕ′′(t) =
n∑

i=1

n∑
j=1

∂2f
∂xi∂xj

(x1 + t(y1 − x1), . . . , xn + t(yn − xn)) · (yj − xj) · (yi − xi)

= (y − x)T∇2f(x + t(y − x))(y − x).

• Důkaz implikace ⇐ z Věty XI.3:

Předpokládejme, že Hessova matice je v každém bodě množiny G ne-
gativně semidefinitńı.

Abychom ukázali, že f je konkávńı, použijeme charakterizaci L2. Vezměme
tedy x,y ∈ G a definujme funkci ϕ jako výše.

Stač́ı, když ukážeme, že ϕ je konkávńı na (−δ, 1 + δ).
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Vı́me, že pro t ∈ (−δ, 1 + δ) plat́ı

ϕ′′(t) = (y − x)T∇2f(x + t(y − x))(y − x) ≤ 0,

protože matice ∇2f(x + t(y − x)) je negativně semidefinitńı.

Tedy podle (∗) je ϕ konkávńı a d̊ukaz je hotov.

• Důkaz implikace ⇒ z Věty XI.3:

Předpokládejme, že f je konkávńı. Pak podle charakterizace L2 je pro
každé x,y ∈ G př́ıslušná funkce ϕ konkávńı na (−δ, 1 + δ). Tedy podle
(∗) je ϕ′′ ≤ 0 na (−δ, 1 + δ). Protože ϕ′′ jsme spoč́ıtali výše, dostáváme

∀x,y ∈ G∃δ > 0 ∀t ∈ (−δ, 1+δ) : (y−x)T∇2f(x+t(y−x))(y−x) ≤ 0.

Speciálně, dosazeńım t = 0, dostaneme

∀x,y ∈ G : (y − x)T∇2f(x)(y − x) ≤ 0. (∗∗)

Z toho nyńı odvod’me, že Hessova matice je v každém bodě negativně
semidefinitńı.

Necht’ x ∈ G je libovolné. Protože G je otevřená, existuje r > 0, že
B(x, r) ⊂ G. Pak pro každé h ∈ Rn \ {o} plat́ı

hT∇2f(x)h = 4
r

2‖h‖2 · rhT

2‖h‖∇
2f(x) rh

2‖h‖

= 4
r

2‖h‖2 ·

x + rh
2‖h‖︸ ︷︷ ︸

∈B(x,r)⊂G

−x

 T∇2f(x)
(
x + rh

2‖h‖ − x
) (∗∗)
≤ 0

Protože oT∇2f(x)o = 0, dostáváme, že ∇2f(x) je negativně semide-
fintńı a d̊ukaz je hotov.

• Alternativńı d̊ukaz implikace ⇒:

Ukažme si ještě krátký poněkud trikový d̊ukaz implikace ⇒:

Necht’ f je konkávńı funkce tř́ıdy C2 na otevřené konvexńı množině G.

Necht’ x ∈ G je libovolný prvek.
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Definujme pomocnou funkci g : G→ R předpisem

g(y) = f(y)−∇f(x) · y.

Pak g je také konkávńı funkce na G, protože funkce y 7→ ∇f(x) · y je
lineárńı zobrazeńı Rn do R, a tedy je zároveň konvexńı i konkávńı.

Nav́ıc g je také tř́ıdy C2 na G (lineárńı zobrazeńı jsou tř́ıdy C∞).

Dále lze snadno spoč́ıtat, že

∇g(y) = ∇f(y)−∇f(x), y ∈ G,

speciálně
∇g(x) = ∇f(x)−∇f(x) = o,

tedy g nabývá v bodě x maxima na G (viz d̊usledek Věty V.23).

Protože G je otevřená, je to i lokálńı maximum, a tedy ∇2g(x) je
negativně semidefinitńı podle Věty XI.1(i).

Protože ovšem parciálńı derivace druhého řádu lineárńı funkce jsou
nulové, je

∇2g(y) = ∇2f(y), y ∈ G.

Speciálně ∇2f(x) = ∇2g(x) je negativně semidefinitńı.

• Analogicky se dokážou daľśı tvrzeńı:

Necht’ f je funkce tř́ıdy C2 na otevřené konvexńı množině G. Pak plat́ı:

– f je konvexńı na G ⇐⇒ ∀x ∈ G : ∇2f(x) je pozitivně semidefi-
nitńı.

– ∀x ∈ G : ∇2f(x) je negativně definitńı =⇒ f je ryze konkávńı na
G.

– ∀x ∈ G : ∇2f(x) je pozitivně definitńı =⇒ f je ryze konvexńı na
G.

K Větě XI.4: Tato věta je d̊usledkem již známých vět. Z bodu (i) plyne
podle Věty XI.3. že f je konkávńı na G. Z bodu (ii) a d̊usledku Věty V.23
pak plyne, že v bodě a je maximum f na G.
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