K oddilu VIII.6 — Lebesgueova mira a Lebesguetv integral

Celkové poznamky ke smyslu tohoto oddilu:

e V oddilu VIII.1 a VIIL.2 jsme se vénovali Riemannovu integralu, v
oddilu VIIL.5 zobecnénému Riemannovu integralu.
Tato teorie je viceméné dostacujici pro pouziti integralu z funkei jedné
proménné v ekonomickych modelech.

e Je vSak potfebné umét néjakym zptisobem integrovat i funkce vice
proménnych.
I zde chceme, aby integral néjak vyjadioval objem prostoru pod grafem.

Négjak predstavitelné je to pro funkce dvou proménnych (pro funkce
vice proménnych jiz selhava geometrickd predstavivost, ale teorie je
podobna na zakladé analogie).

Graf funkce dvou proménnych je (zhruba fe¢eno) plocha ve trojrozmérném
prostoru. Chceme védét, co je to objem oblasti mezi souradnou rovinou

a grafem.
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[ustruji to tyto dva obrazky — méame funkci dvou proménnych defino-
vanou na mnoziné vyznacené modie, graf funkce je vyznacen ruzove.
Na druhém obrazku je vyznacena oblast, jejiz objem chceme urcit.

Pro definici Riemannova integralu jsme vysli z obsahu obdélniku a plo-
chu pod grafem pak aproximovali pomoci obdélniku.

Nyni je pfirozené vyjit z objemu vélce ¢i hranolu.

V tom pripadé je objem roven soucinu obsahu podstavy a vysky.
Dostavame se ovsem k problému, jak spocitat obsah podstavy.

To je snadné v ptipadé, ze podstavou je ¢tverec ¢i obdélnik. Pokud ma
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Funkce jedné proménné obvykle uvazujeme definované na néjakém in-
tervalu. Pritom interval Ize pfirozené rozdélit na mensi intervaly — tim
se dostavame k pojmu déleni intervalu a nasledné k hornim a dolnim
souctum.

Funkce vice (tfeba jiz dvou) proménnych byvaji prirozené definovany
na mnozinach riznych druht a tvarua — nékdy na otevienych, nékdy
uzavienych, nékdy konvexnich atp.

Neni jasné, jak takovou mnozinu rozdélit na mensi mnoziny prirozenym
zpusobem.

Tento problém se da vyfesit ruznymi cestami — muzeme uvazovat napiiklad
déleni na obdélniky, ale pak se musime néjak vyrovnat s tim, ze tieba
kruh se na obdélniky déli dost Spatné (néjak vyfesit to lze), nebo
uvazovat déleni na (téméf) libovolné mnoziny.



Zvolime druhou moznost — k tomu ovSem potiebujeme nejprve védét,
co to znamena obsah takové libovolné mnoziny.

K tomu slouzi pojem Lebesgueovy miry. Proto si nejprve priblizime, co
to je Lebesgueova mira, a teprve potom se budeme vénovat integralu.

e Tiebaze si definice a potfebna tvrzeni budeme formulovat ptfesné, s
jejich zduvodnovanim zustaneme na intuitivni roviné. Kdyby se totiz
mélo délat vse poradné, zabere to témeér cely semestr.

K definici a vlastnostem borelovskych mnozin

e Jak jsme fekli vySe, nasim cilem ted je néjak rozumné definovat obsah
podmnozin roviny (a také objem podmnozin trojrozmérného prostoru
a obecnéji n-rozmérny objem podmnozin R”.

Chceme onen obsah ¢ objem definovat pro ,,témér libovolné® mnoziny.

Lze ovSsem ukéazat, Ze to nejde rozumné udélat pro vSechny mnoziny.
(Pfesna formulace tohoto tvrzeni, jakoz i jeho dukaz, jsou zcela mimo
rozsah Matematiky II1.)

e Proto zacneme tim, ze popiSeme systém ,péknych mnozin“, u nichz
obsah ¢i objem pujde rozumné definovat.

e Systém B, je tvoren ,péknymi‘ mnozinami.

Za ,pekné“ se prohlasi jednak oteviené mnoziny, a jednak mnoziny,
které z ,,péknych“ vzniknou pomoci dvou zakladnich operaci — doplnku
a sjednoceni posloupnosti mnozin.

Tedy formulace ,,nejmensi systém mnozin s vlastnostmi“ lze chapat jako
systém téch mnozin, které vzniknou z otevienych mnozin uvedenymi
dvéma operacemi (tfeba i opakovanymi).

e K dalsim vlastnostem systému B,,:

(iv): Protoze uzaviené mnoziny jsou pravé doplinky otevienych mnozin
a systém B, obsahuje oteviené mnoziny (bod (i)) a s kazdou
mnozinou obsahuje i jeji doplnék (bod (ii)), obsahuje i vSechny
uzaviené mnoziny.



Schematicky: Necht A je uzaviend mnozina. Pak

A=R"\( R"\A )

oteviend, tedy € By, dle (i)

€B,, dle (ii)

(vi): Pokud { A} je posloupnost mnozin z B,,, pak jejich prinik patii do
B,, podle bodu (ii) a (iii) a de Morganovych pravidel. Schematicky

QAk Veéta L4 R"\ U(Rn \ Ap).

kB, dle (i)
— ——

eB,, dle (iii)

€B,, dle (i)

(v): Pokud A, B € B, pak:
AUB € B, podle vlastnosti (iii) aplikované na posloupnost A, B, B, B, B, . ...
ANB € B,, podle vlastnosti (vi) aplikované na posloupnost A, B, B, B, B, . ...
B\A=BnN(R"\A)
——

€By,
————
EB’H

e Piiklady borelovskych mnozin v R:

— oteviené mnoziny: napiiklad oteviené intervaly, R\ {0}, R\ Z.. ..

— uzaviené mnoziny: napiiklad uzavrené intervaly, kone¢né mnoziny,
N, Z,. ..

— polouzaviené intervaly (a,b), (a, b);

_Q:UkeN{%:mez}vR\Q
———

uzavienda mnozina

K Véte VIII.28:

e Tato véta iika, ze nas cil, tj. definovat rozumnym zpusobem obsah
(objem) ,,péknych mnozin“ je dosazitelny, a to pravé jednim zptusobem.



e Podminka (a) k4, ze chceme, aby obsah obdélniku (objem kvadru,
obecnéji n-rozmeérny objem n-rozmérného kvadru) byl roven soucinu
délek stran (hran), tedy v souladu s nasi predstavou obsahu a objemu.

e Podminka (b) ikd, ze chceme, aby objem sjednoceni byl roven sou¢tu
objemu — naptiklad, kdyz vezmeme dvé mnoziny, které se neptekryvaji
(jsou disjunktni), aby obsah (objem) jejich sjednocenti slo spocitat jako
soucet jejich obsahu (objemu).

B A obsah AU B = obsah A 4+ obsah B

Podminka (b) vyzaduje, aby toto pravidlo platilo nejen pro dvé mnoziny,
ale i pro posloupnost mnozin. Tato silnéjsi podminka je dulezita pro
fungovani mnoha vypocetnich metod.

Obsahem véty mj. je, ze i tato silnéjsi podminka je splnitelna.

e Véta iikd, ze prislusnd metoda méfeni obsahu (objemu) existuje a je
jednoznacné urcenda. Neni z ni ovSem patrné, jak tuto velicinu pocitat.

Nékteré metody vypoctu jsou zalozeny na dale uvedenych vétach. Kromé
toho urcitou predstavu dava dukaz této véty.

Dukaz je ovSsem dosti dlouhy a presahuje ramec Matematiky III, proto
ho délat nebudeme. Nicméné pro zajemce uvadim velmi strucény nastin
dvou metod konstrukece funkce A, (tj. Lebesgue-Borelovy miry):

— Metoda prvni (pro n = 2):
1. krok: Vyjdeme z polouzavienych obdélniku (ay, b;) X (as,bs),
jejichz obsah je stejny jako pro uzaviené obdélniky, tedy (b; —
ap) X (by — ag).

by F---- W ——————————————————
a2




2. krok: Kazda oteviend mnozina v R? lze vyjadiit jako sjednoceni
disjunktni posloupnosti polouzavienych obdélniku. Jeji mira (t;j.
»obsah®) se pak bude rovnat sou¢tu obsaht onéch obdélniku.

Na nasledujicich dvou obrazcich je ilustrovano, jakym zpusobem

1ze polouzavienymi obdélniky vyplnit otevieny ¢tverec nebo trojihelnik.

....................... . "
EY
BN
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3. krok: Pokud zname miru kazdé z mnozin A, a plati
Al CAyCA3C ...,
pak
)\n(L];J Ap) = lm A, (Ay) = Sup An(A).
Podobné, pokud zname miru kazdé z mnozin A, a plati
Al DA DA D ...,

a pritom \,(A;) < 400 pak

M) Ar) = lim A, (Ag) = inf A, (Ay).
k

Takto lze postupné uré¢it miru kazdé borelovské mnoziny (to ovsem
neni ziejmé).

— Metoda prvni pro obecné n je podobna, jen se za¢ne s polouzavienymi
n-rozmérnymi kvadry

<a1,b1) X <G2,b2> X X <a2,bn).

— Metoda druhd: NapiSseme vzorecek pro A\,(A) pro A € B,:



An(A) = inf {Z objem Qg : (Qy) je posloupnost uzavienych kvadria, A C U Qk}
k

k=1

Myslenka za timto vzoreckem je, Ze se miru mnoziny snazime shora
aproximovat pomoci kvadru (které se mohou i prekryvat, ale sa-
moziejmeé, ¢im méné se prekryvaji, tim by méla byt aproximace
presnéjsi).

Na nasledujicim obrazku je mnozina A a pak dvé jeji aproximace
pomoci obdélniku.

A

Vyhodou této metody je explicitni vzorecek pro A,.

Nevyhodou je, ze tento vzorec¢ek neni prilis pouzitelny k vypoctum.
Samoziejmeé ani pii této metodé neni zfejmé, ze vzorecek funguje,
jak ma (dukaz je docela dlouhy).

e Poznamka: Lebesgue-Borelova mira \,, ma jesté jednu dulezitou a uzitecnou
vlastnost:

Je-li {Ax} posloupnost v B,,, pak )\n(U Ap) < Z M(Ar) (M)
k k

Dokazme si to: Oznacéme

Bl:Al,BQ:AQ\Al,Bg:Ag\(AlLJAQ),...Bk:Ak\UAj,...

j<k

Pak { By} je posloupnost mnozin v By (podle vlastnosti (v)), navic jsou
tyto mnoziny disjunktni, By C A a U, Br = U, Ak-

Tato operace pro tii mnoziny je znazornéna na obréazcich:
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Al{ l B;
3

By
A
Je tedy:
B CAg
MlUJA0 = MU B0 23 0B <3 A4
k k k k
A to je ono.

K meéritelnym mnozinam a Lebesgueové mirte:

e Ukazuje se potiebné systém borelovskych mnozin jesté trochu rozsitit.
Duvod je ten, ze existuji borelovské mnoziny, které maji nulovou miru,
a pritom nékteré jejich podmnoziny nejsou borelovské. (Pro¢ tomu tak
je, vysvétlovat nebudeme.)

Pritom by bylo pfirozené, aby podmnozina mnoziny miry nula méla
také miru nula.

Proto se zavadi systém (lebesgueovsky) méfitelnych mnozin.

e Mnozina je métitelna, pokud se ,,velmi malo lisi “ od néjaké borelovské
mnoziny. Presnéji:
Mnozina A je méfitelna, pokud najdeme borelovské mnoziny B a C,
aby B C A C C a piitom \,(C'\ B) = 0.

(Y

C\ B

Pokud A\,(C'\ B) = 0, pak \,(B) = \,(C), protoze

A(C) = A(B) + \(C\ B).
——

=0



V takovém piipadé za miru mnoziny A prohldsime miru mnoziny B
(nebo C, vyjde to nastejno).

e Pokud zvolime jinou dvojici B, C's tymiz vlastnostmi, mira mnoziny A
vyjde stejné, definice tedy dava smysl.

Presnéji:
Méame
c, By CACCy, \(Ci\By)=0
By CACCy M(Cy\ By) =0
. A g By\ By CA\ By CCi\ By = \(By\ By) =
: Bi\ By CA\ By CCy\ By = \y(By\ By) =

B, M (Bi1) = A\u(By N By) + Au(By \ Ba) = A
An(B2) = A\(B1 N By) + A\y(Ba \ By) = A\,
Tedy An(B1) = An(Bo).

n(B1 ﬂBz)

)
)
(
(B1 N By)

e Mame tedy dobfe definovany systém gn a zobrazeni Xn Véta VIII.29
shrnuje jejich vlastnosti.

Prob

(1) a (5):

(2):

ereme jednotlivé body:

Tvrzeni (1)~(3) shrnuji zékladni vlastnosti systému B, a tvrzen
(4)—(7) zdkladni vlastnosti Lebesgueovy miry. Tato tvrzeni je jed-
noduché dokazat, proto jejich dukazy uvadime.
Pokud A € B,,, pak zfejmé A € B, — v definici lze vzit B = C' = A.
Tedy i Ap(A) = A, (A).
Nechf A € B,,. To znamens, Ze existuji B, C € B,, pro néz platf
BCcACCa\(C\B)=0.
Podle bodu (ii) plati R\ B,R"\ C € B,,.
Navic

R"\CCcR"\ACR"\B

An((R"\ B)\ (R"\ €)) = \(C'\ B) =0,
tedy R"\ A € B,.

Vztahy mezi jednotlivymi mnozinami jsou schematicky znazornény
na obrazcich:



(3) a (6):

R?’L R'!L

A A\

g o\B h " RMB\RMNO)
—— ———
B R\
—_——— ———
A R\ A

Nechf (Ay) je posloupnost mnozin z B,.

Podle definice to znamena, ze pro kazdé k existuji mnoziny By, C}. €
B, takové, ze B C Ax C Cy a A\,(Cy \ Bi) = 0.

Ozna¢me B = |J, B, a C = J, Cy.

Podle vlastnosti (iii) plati B,C € B,.

Dale, ziejmé plati B C |J, Ax C C.

Zbyva si rozmyslet, ze A\, (C'\ B) = 0.

Protoze ovsem méame

C\B= (Uck) \ (UBk) - U(Ck\Bk)u

plyne rovnost A\, (C'\ B) =0 z ().

Tim je tvrzeni (3) dokazéno pro sjednoceni. Pro prunik plyne z
tvrzeni pro sjednoceni, z (2) a z de Morganovych pravidel (viz
dukaz vlastnosti (vi)).

Nyni prejdéme k vlastnosti (6): Z pravé provedené konstrukce
plyne, ze A\, (U, Ar) = A (B).

Pokud jsou mnoziny A; disjunktni, jsou disjunktni i mnoziny By,
a tedy

MU A0 = 0(B) = MU B 2 Y A(B) = 3 A4,

: Toto plyne z (2) a (3), viz dukaz vlastnosti (v).
: Necht A € B, splituje A, (A) = 0.

Podle definice to znamena, ze existuji mnoziny E, F' € B,,, splnujici
ECACF, \(F\E)=0a\,(F)=0.
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Pak i \,(F) =0 (jak bylo vysvétleno vyse).

Pokud nyni B C A, pak muzeme vzit mnoziny (), F' € B,. Pro né
plati 0 € BC F a M\,(F\0) = 0.

Tedy B € By, a Ay (B) = A\(0) = 0.

(8): Tato vlastnost, nazyvand transla¢ni invariance (tj. nezavislost na
posunuti), fikd, ze pokud méfitelnou mnozinu posuneme o néjaky
vektor, zustane métitelnou a jeji mira se nezmeéni.

Dukaz provadét nebudeme, jen poznamename, ze je ziejmé, ze to
plati pro kvadry (viz bod (a) Véty VIII.28) a obecné tvrzeni plyne
napiiklad z vyse uvedeného vzorce pro A,.

(9): Tato vlastnost se nazyva regularita Lebesgueovy miry. Je
dulezita v tom, ze ukazuje, ze Lebesgueova miru kazdé métitelné
mnoziny lze aproximovat zdola pomoci kompaktnich mnozin a
shora pomoci otevienych mnozin.

Dokazovat ji nebudeme, neni to snadné, plyne to opét z vyse uve-
deného vzorce pro \,.

e Déle budeme misto Xn psat jenom J\,. Znaceni s vinkou bylo jen docasné,
abychom si vysvétlili vztah Lebesgue-Borelovy miry a Lebesgueovy
miry.

Ale samoziejmeé systémy B,, a gn je tteba rozlisovat i nadéle.
Nulové mnoziny a Véta VIII.30:

e Nulova mnozina je méritelnd mnozina, jejiz Lebesgueova mira je rovna
nule. Tyto mnoziny hraji dulezitou roli pti formulaci a pouziti vét o
Lebesgueové integralu, jak uvidime pozdéji.

e Bod (a): Jednoprvkové mnoziny jsou nulové.

Jednoprvkova mnozina je uzaviena, tedy urcité meéritelna.
Ze m4 miru nula lze nahlédnout napiiklad takto:
Necht @ = [ay, ..., a,] je bod v R™.

Ten je pro kazdé € > 0 obsazen v kvadru

(a1,a1 +€) X {ag,as +€) X -+ X {(ay, a, + €).
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Mira tohoto kvadru je " (viz bod (a) Véty VIIL.28).

Tedy mira mnoziny {a} je mensi nebo rovna €". Protoze €" — 0 pro
£ — 0+, musi byt mira nulova.

e Bod (b) je jen preformulovany bod (7) Véty VIII.29.

e Bod (c) plyne z (), pokud si uvédomime, ze (&) plati i pro B, (coz se
dokéaze stejné jako pro B, jen se pouziji piislusné body Veéty VIII1.29).

e Bod (d) fikd, ze hranice konvexni mnoziny je nulovd mnozina.
Meétitelnd je, protoze je uzaviend (jako hranice libovolné mnoziny).

To, ze ma miru nula, neni nyni ziejmé. Je to vidét pron = 1, tedy v R.
Konvexni mnoziny v R jsou totiz jen jednobodové mnoziny a intervaly
(a jesté prazdnd mnozina). Hranice je tedy bud prdzdnd mnozina, nebo
jednobodova mnozina nebo dvoubodova mnozina. Ve vSech ptipadech
je to tedy nulovda mnozina.

Jak se da tvrzeni dokazat indukei pro obecné n, naznac¢ime pozdéji.
K jednoduchym funkcim a jejich integraci:

e Jednoduchou funkci lze chépat jako funkci ,,po castech konstantni®, jen
ty ¢asti mohou byt libovolné méritelné mnoziny.

Jednoduchd funkce mé vzdy koneény obor hodnot (cy, .. ., ¢; a piipadné
jeste 0).

Na nasledujicich obrazcich jsou ptiklady dvou jednoduchych funkei na
R, které kromé nuly nabyvaji jesté tii dalsich hodnot. (Na ose z jsou
barevné vyznaceny mnoziny Aj, As, Az, pak je vyznacen graf funkce,
kterda ma na kazdé z mnozin A, Ay, A3 néjakou konstantni hodnotu.
Na zbytku redlné osy je funkce nulova.)

A1 A;; Al Af%
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e Pokud f = cixa, +caxa, + -+ crxa,, kde Ay, ..., Ay jsou métitelné
mnoziny, pak f je jednoduchd funkce, i kdyz Aj, ..., Ax nejsou dis-
junktni.

Duvod je ten, ze ji pak muzeme vyjadrit v podobném tvaru pro vétsi
pocet disjunktnich méfitelnych mnozin. Zpusob, jak to udélat, je primocary,
ilustrujeme si to pro dvé mnoziny:

CIXAl + CQXAQ - ClXAl\AQ + C2XA2\A1 + (Cl + CQ)XA10A2'

e Je ziejmé, Ze nasobek jednoduché funkce je také jednoducha funkce.

Déle soucet nebo soucin dvou jednoduchych funkei je opét jednoducha
funkce. Pro soucet to snadno plyne z tvrzené v prechozim bodé (soucet
dvou jednoduchych funkei je stejného tvaru jako jednoduché funkce, az
na to, ze piislusné mnoziny nemusi byt disjunktni).

Pro soucin to také z predchoziho bodu, pokud si uvédomime, ze soucin

charakteristickych funkci dvou mnozin je charakteristicka funkce jejich
pruniku.

e Integral z jednoduché funkce: Jde o analogii horniho a dolniho souctu.
,Objem oblasti pod grafem“se pocita pomoci zobecnénych hranolu
s podstavou A; a vyskou ¢; (pokud je ¢; < 0, zapocitavame je se
zdpornym znaménkem).
Pro funkci jedné proménné jde o zobecnéné obdélniky. Na obrazcich
jsou barevné vyznaceny pro dvé vyse uvedené funkce.

- i

e Ve vzorci se pouzivd konvence, ze 0 - (+00) = 0.

To znamena napiiklad, ze obsah ,obdélnika“, jehoz jehoz vyska je nu-
lové, je nula, i kdyby mél nekonecnou sitku.

Jinymi slovy, integral z konstantni nulové funkce ma byt nulovy.

(Tuto konvenci je treba odlisovat od konvenci pouzivanych ve vété o
aritmetice limit.)
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e Dale je v definici predpoklad, ze prislusny soucet ma smysl.
Pokud uvedené mnoziny Ay, ..., A, maji kone¢nou miru, pak vse smysl
ma, protoze jde o bézné aritmetické operace s realnymi ¢isly.

Ale muze se stat, ze nékteré z mnozin maji nekoneénou miru. Pokud
An(Aj) = 400, pak

+oo  pokud ¢; > 0,
¢j - A(Aj) = ¢ —oo  pokud ¢; <0,
0 pokud ¢; = 0 (v souladu s uvedenou konvenci).

Soucet tedy neméa smysl v pripadé, ze dvé z mnozin maji nekonec¢nou
miru, pricemz na jedné mé funkce kladnou hodnotu a na druhé zapornou.

K obecnym méritelnym funkcim:

e Integrace jednoduchych funkei je jednoducha, ale je to jen prvni krok.
V praxi potiebujeme pocitat integraly z obecnéjsich funkei.
Proto nejprve zavadime méritelné funkce, jakozto dostatecné bohaty
systém funkci, pro néz ma smysl pocitat Lebesgueuv integral.

e Ve Veéte VIIL.31 jsou uvedeny tii ekvivalentni definice méritelnych funkei.
Obsahem véty je pravé skutecnost, ze jsou ekvivalentni.

Asi nejcastéji se v literatute jako definice méritelnosti objevuje podminka
(3), ale vSechny podminky se pouzivaji.

e Zduraznéme, ze méritelné funkce mohou nabyvat hodnot z R*, tedy i
+00 nebo —oo. (To je uziteéné k tomu, aby vice vypocti mélo smysl.)
Vétsinou se pozaduje, aby mnozina, na které funkce nabyvéa hodnoty
+00 nebo —oo, byla nulova. To je také celkem bézna situace.

e Proberme jednotlivé body Véty VIII.31 a naznacme dukaz piislusnych
implikaci.

Bod (3): Ve znéni se objevuje pojem oteviené mnoziny v R*, ktery
nebyl definovan.
Nicméné definice je prirozena - mnozina je oteviena, pokud kazdy
bod je vnitini, tj., s kazdym bodem mnozina obsahuje i néjaké
jeho okoli.
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Pritom okoli bodu z R jsou ta znama, okoli +oc jsou intervaly
tvaru (¢, +00) pro ¢ € R a okoli —oo jsou intervaly tvaru (—oo, ¢)
pro c € R.

(3)=-(2): Tato implikace je trividlni, protoze

{zeR": f(z) > c} = [ ((c,+00)),
[z € R™: f(@) < c} = [ ((~0,0))
a mnoziny (¢, 4+00) a (—o0,¢) jsou oteviené v R*.
(2)=(3): Pokud plati (2), pak pro kazdé c € R je (e, +00)) € B, a
f7Y({—o00,¢)) € B, anavic pro kazdy otevieny interval (a,b) C R
je

F Y (a,b) = {x e R": f(x) >a}n{x e R": f(x) < b} € B,.

Tedy vzor kazdého otevieného intervalu v R* patii do B,. Zbyva
si uvédomit, ze kazda oteviena mnozina je sjednocenim néjaké
posloupnosti otevienych intervalu a pouzit bod (3) Véty VIII.29.

(1)=(2): Necht {gx} je posloupnost jednoduchych funkef a gx(x) —
f(x) pro kazdé & € R™. Pak z vlastnosti limit posloupnosti plyne,
ze pro kazdé ¢ € R plati

oo 0 0

{zeR": fl)>ct=J U V{zeR" g(x) > c+ L}

m=1k=11=k

€By,

(2)=(1): Naznacime, jak funkci splnujici podminku (2) aproximovat
pomoci jednoduchych funkei.
Zvolme realnd ¢islac; < co < -+ < ¢ aproj =1,...,moznacme

A ={xeR": f(x) > ¢}

Podle predpokladu jsou tyto mnoziny métitelné (tj. patii do gn)
Definujme funkci u predpisem

Cm X € A,
u(a:)z Cj mEAj+1\Aj,j€{2,...,m—1},
cg x€eR"\ A,
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Pak u je jednoducha funkce, protoze ji lze vyjadrit ve tvaru

U= Cm XAy T Cm—1XAp\Am_1 T " T C2XA5\ 4y T CLXR"\A,-

Tuto konstrukei ilustruji obrazky (vznikld jednoducha funkce je
na druhém obrézku vyznacena cervené):

f

Cpt------------f-\N--— -

C3 M ---\----- C3

Cy - b -
Cl p------=--A-f- -

Nyni, pokud chceme najit posloupnost jednoduchych funkei, ktera
konverguje k f v uvedeném smyslu, pak m-tou funkci muzeme
ziskat vyse uvedenou konstrukei pro ¢isla

2 1
-m,—m-+—,—-m-+ —,...m——,m,
m m m
tedy zaéneme s ¢; = —m a postupujeme vzhiru po + az k m
1 e .

e Veéta VIII.32 shrnuje zakladni vlastnosti métitelnych funkei. Probereme
jednotlivé body:

(1): Spojité funkce spliuji podminku (2) z Véty VIII.31, protoze uve-
dené mnoziny jsou dokonce oteviené, jak vime z Kapitoly V.

(2): Tyto vlastnosti plynou z véty o aritmetice limit s vyuzitim podminku
(1) z Vety VIIL.31. (A toho, ze ndsobek jednoduché funkce je jed-
noducha funkce a ze, mame-li dvé jednoduché funkce, pak jejich
soucet, souc¢in, maximum i minimum jsou jednoduché funkce.)

(3): Piipomenme, ze f© = max{f,0}, /- =max{—f,0}a f=fr—f~
(viz kapitola VII pro podrobnosti). Tvrzeni tedy plyne z (2).

(4): Pouzijeme bod (2) z Véty VIIL.31 a vlastnosti nulovych mnozin.
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Plati totiz

{z: g(®) > c} = ({z: f(®) >} \ {z: f(x) >c g(x) <c})
U{z: f(x) <cg(z) > c}

-~

CE

Protoze E je nulovd mnozina, podle Véty VII1.30(b) je kazd4 jeji
podmnozina také nulova, specidlné méritelna. Tedy s pouzitim
Veéty VIIL.29(4) vidime, ze {x: g(x) > c} je méfitelna.

(5): Toto se dokaze postupem z dukazu implikace (1)=(2) ve Vété
VIII.31.

(6): Toto je véta o méfitelnosti slozené funkce. D4 se dokézat napriklad
s pouzitim bodu (1) z Véty VIIL.31. Staci si uvédomit, ze, jsou-li
g1, - - -, gk jednoduché, je i slozena funkce jednoducha a nasledné
pouzit Heineho charakterizaci spojitosti.

K definici Lebesgueova integralu:
e Nyni jsme jiz pripraveni definovat Lebesgueuv integral. Déld se to ve
ttech krocich.

Prvni krok spoc¢iva v definici pro jednoduché funkce. To jsme jiz udélali.

e Druhy krok je definice pro nezaporné méritelné funkce.

Pro né je definice podobnd definici dolniho Riemannova integralu (ktery
je supremem dolnich sou¢tu pres vSechna déleni intervalu).

Zde misto déleni intervalu uvazujeme jednoduché funkce, které se ve-
jdou pod f (misto déleni na intervaly délime na méfitelné mnoziny).

Lebesgueuv integral je definovan pro kazdou nezapornou meéritelnou
funkci, muze byt ovSem roven +o0.

e Tteti krok je definice pro obecné méritelné funkce. Ten spociva v tom,
ze si funkci vyjaddiime ve tvaru f = f* — f~.
Tedy vezmeme nezédpornou ¢ést (pro funkce jedné proménné je to ¢ést
nad osou x), spocteme jeji integral (plochu pod grafem), pak nekladnou
¢ast (pod osou x), spocteme jeji integral (plochu nad grafem) a vysledné
hodnoty odecteme.
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[lustrujeme to na obrazku - spo¢teme obsah zelené ¢asti a odecteme
obsah ¢ervené césti.

Muze se stat, ze integral nemd smysl — pokud oba integrily vyjdou
+00.

Podobné jako pro zobecnény Riemannuv integral ¢i pro fady rozlisujeme
existenci a konvergenci:

— Pokud integrdl mé smysl (at uz roven redlnému &islu nebo +oo
nebo —o0), fikdme, Ze integral existuje, nebo ze f mé Lebesgueuv
integral.

— Pokud integral existuje a navic je roven realnému ¢islu, ifikame, ze
integral konverguje, ptipadné, ze f je integrovatelna.

— Pokud integrél existuje a je roven +o0o nebo —oo, fikdme, ze in-
tegrél diverguje.

— Pokud integrdl nemé& smysl, fikdme, ze neexistuje, pripadné, ze f
nemd Lebesgueuv integral.

To nastane v piipadé, ze integral z f* iz f~ je roven +oo.

Lebesgueuv integral se uvazuje nejen pres cely prostor, ale i pres mensi
mnoziny.

Pokud funkce f neni definovéana na celém R", ale jen na néjaké métitelné
mnoziné A, pak si ji predstavujeme, jako by byla definovand na R”,
pricemz mimo mnozinu A je rovna nule.

Pokud chceme f integrovat pres mensi méritelnou mnozinu B, inte-
grujeme soucin f - yp (tedy funkci, kterd na B je rovna f a mimo B
nule).
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