K oddilu VIII.7 — vlastnosti a metody vypocétu Lebesgueova in-
tegralu

Celkové poznamky k vyznamu tohoto oddilu:

e V predchozim oddilu jsme definovali Lebesgueovu miru a Lebesgueuv
integral. Definice byly alespon v néjakém souladu s intuici.

Nicméné predchozi oddil ndm netikd nic o tom, jak Lebesgueuv integral
pocitat a pouzivat. Tomu se budeme vénovat v tomto oddilu.

e Véty z tohoto oddilu vétsinou nebudeme dokazovat, dikazy jsou dlouhé
¢i pouzivaji metody mimo rdmec Matematiky III. Jen nékdy naznac¢ime
zakladni myslenku na intuitivni trovni.

Vice se budeme vénovat pochopeni toho, co véty tikaji a jak se pouzivaji.
K Véte VIIIL.33:

e Tato véta dava prvni metodu vypoctu — pro nezaporné spojité funkce
na otevieném intervalu je Lebesgueuv integrél totéz, co zobecnény Ri-
emannuv integral, dd se tedy pocitat pomoci primitivni funkce.

e Je-li f nezdpornd spojitda funkce na (a,b), pak jeji zobecnény Rie-
mannuv integral existuje (viz doplnujici cviceni k oddilim VIIL.3 a
VIIL.5). Lebesgueuv integrdl téz existuje, protoze f je nezaporna a
meétitelna. Tato véta tika, Ze se rovnaji.

e Nerovnost ,,>“ je snadna: Protoze je f > 0, je snadno vidét, ze zo-
becnény Riemannuv integral pres (a, b) je roven supremu Riemannovych
integralu pres uzaviené podintervaly. Tyto Riemannovy integraly lze
vyjadrit jako supremum dolnich souc¢tu. Kazdy dolni soucet lze ovsem
interpretovat jako Lebesguetv integral z jisté jednoduché funkce. A po-
moci suprema takovychto integralu se definuje Lebesguetv integral z

1.

e Nerovnost ,<“ neni snadnd. Je mozné ji dokdzat bud z definice s
pouzitim regularity Lebesgueovy miry, nebo pomoci analogie Véty VIII.7
pro Lebesguetv integral nebo s pouzitim Véty VIIL.36.



e V této véte je podstatné, ze f > 0, pro obecné spojité funkce neplati.
Vysvétleme to:
Lebesgueuv integrdl z f je definovan jako rozdil integralu z f a in-
tegralu z f~, pokud ten rozdil je definovan.
Piitom f* a f~ jsou nezdporné spojité funkce, proto pro né Lebesguetv
integral splyva se zobecnénym Riemannovym.
Ale muze se stét, ze zobecnény Riemannuv integrédl z f konverguje (je
kone¢ny), i kdyz integrdly z f a f~ jsou oba 400 (viz dopliujici cviceni
k oddilum VIII.3 a VIIL5). V takovém piipadé zobecnény Riemannuv
integrél existuje, ale Lebesgueuv nikoli.
Nicméné, z této tvahy plyne, ze pokud (pro spojitou f) Lebesgueuv
integral existuje, pak musi existovat i zobecnény Riemannuv a rovnaji
se.

K pojmu platnosti ,,skoro vSude*, Vété VIIL.34 atd.

e Pii aplikacich Lebesgueova integrdlu se casto objevuje situace, kdy
néjaké tvrzeni (rovnost, nerovnost atp.) nemusi platit v kazdém bodé,
ale mnozina bodu, v nichz neplati, je velmi mald — totiz nulova.

Pro tuto situaci zavadime pojem, ze ono tvrzeni plati ,;ve skoro vsech
bodech* (kratce ,skoro vsude).

e Véta VIIIL.34 tika, ze chovani funkce na nulové mnoziné pii pocitani
integralu nehraje roli.

Vysvétleme si, pro¢ to plati:

— Bod (i): Necht f = 0 skoro vsude. Postupujeme ve tiech krocich:
Krok 1: f je jednoduchad funkce, tj. f = c1xa, +caxa, +- - -+crXa,,
kde Ay, ..., Ag jsou disjunktni méritelné mnoziny a ¢y, ..., c. € R.
Pokud f = 0 skoro vsude, pak to znamend, ze pro kazdé j €
{1,...,k} je bud A; nulovd nebo ¢; = 0. Podle definice Lebesgu-
ova integralu pro jednoduché funkce je integral nulovy.

Krok 2: f > 0. Pak integral z f je definovan jako supremum
integralu z jednoduchych funkei g spliujicich 0 < g < f.



Kazdé takova g je ovSsem skoro vSude rovna nule (alespon vsude
tam, kde f), tedy podle Kroku 1 m& nulovy integral. I zminéné
supremum je tedy 0.

Krok 3: f obecnd. Pak funkce f* i f~ jsou skoro vsude rovny
nule (alespon vsude tam, kde f), tedy podle Kroku 2 maji nulovy
integrdl. Tedy [f= [fT—[f~=0.

— Bod (ii) se dokdze podobné, ale podrobné to uz délat nebudeme
(presny dukaz z definice by nebyl kratky). Také to plyne z bodu
(i) s pouzitim bodu (2) z Véty VIIL.35 (z té varianty s rovnosti
vsude).

e Dukaz bodu (i) je ilustraci metody dokazovani vét o Lebesgueové in-
tegralu ve trech krocich.
e Veéta VIIL.34 umoziuje zavést a pouzivat uzitecnou konvenci:

Vime, Ze integral nezavisi na chovani funkce na nulové mnoziné. Proto
nam nevadi ani kdyz funkce na néjaké nulové mnoziné neni vubec de-
finovana.

Proto se mohou uvazovat funkce ,,definované skoro vsude“ a je mozné
s nimi pracovat, jako by byly definované vsude (napiiklad, jako by na
té chybeéjici mnoziné mély hodnotu 0).

K Véte VIIIL.35:

e Tato véta shrnuje zédkladni vlastnosti Lebesgueova integralu. Tyto vlast-
nosti se casto pouzivaji pti vypoctech i jindy.

Jejich dukazy nejsou tézké, délaji se ve tiech krocich jako dukaz bodu
(i) Vety VIIL.34.

Nebudeme dukazy délat podrobné, ale stru¢né naznacime jejich myslenky.

e Nejprve si uvédomme, ze muzeme predpokladat, ze A = R™.

Staci totiz uvazovat modikované funkce f a g (na mnoziné A maji svou
puvodni hodnotu, mimo mnozinu A jsou nulové).

Nyni probereme jednotlivé body.



(3):

Krok 1: f, g nezdporné: Pokud 0 < f < g, pak pfimo z definice plyne, ze
[ f < [ g, protoze oba integraly jsou definovandny jako supremum jisté
mnoziny, pfiCemz mnozina piislusna funkci f je podmnozinou mnoziny
prislusné funkci g.

Krok 2: f,g obecné. Pokud f < g, pak 0 < ft <gtal0<g < [f.
Podle Kroku 2 plati [ f* < [gta [¢~ < [ f~. Odectenim dostaneme

o[- < oo

: Krok 1: f > 0. Pak fB f = [ xpf Funke xpf je nezdpornd a méfiteln4,

proto integrél existuje. Navic 0 < ypf < f, tedy podle bodu (3) je

[i=[wi< s

Tedy, je-li f integrovatelnd (tj. mé kone¢ny integral), je integrovatelnd
ixsf

Krok 2: f obecna. Plati (xgf)" =x5-f" a (xpf)” = x5 [~ . Pokud
f méa Lebesgueuv integrél, pak podle definice je alespon jedna z funkci
fT, f~ integrovatelnd. Podle Kroku 1 pak aspon jedna z téchto funkei
je integrovatelna pres mnozinu B, a tedy f m&a Lebesgueuv integral
pres B.

Pokud f je dokonce integrovatelnd, jsou integrovatelné obé funkce f+ a
f~. Podle Kroku 1 jsou integrovatelné i pres B, tedy f je integrovatelna
pres B.

: Podle bodu (5) vSechny ztucastnéné integraly existuji.

Krok 1: Je-li f jednoduchd, plyne tvrzeni snadno z vlastnosti Lebesgu-
eovy miry (konkrétné z bodu (6) Véty VIII.29).

Krok 2: Je-li f nezdpornd, plyne tvrzeni z kroku 1, definice pomoci
peclivé prace se supremy.

Krok 3: f obecna. Podle Kroku 2 je

/UkkaJr:;/kaJr ¢ /kka_ :zk: ka_'



Protoze f ma Lebesgueuv integral, je aspon jeden z téchto vyrazu
konecny, proto je muzeme odecist a preusporadat

(IR AR I oY AR o e
=§kj</3kf+— =3

: Krok 1: Pro jednoduché funkce je tvrzeni zirejmé z definice.

Krok 2: Pokud f > 0 a a > 0, pak tvrzeni plyne z definice a vlastnosti
suprema.

Krok 3: Pokud a > 0, plyne tvrzeni z Kroku 2 a toho, ze (af)™ = af™
a(af)” =af.

Pokud a < 0, sta¢i si uvédomit, ze (af)™ = (—a)f” a (af)” =

(—a)f.

: Necht f je integrovatelnd. To znamend, ze [ f* 1 [ f~ jsou redlna

(nezdpornd) ¢isla. Protoze |f| = ft+4 f~ je nezdpornd métitelnd funkce,
urcité ma Lebesgueuv integral.

Oznacme

By ={x: f(x) >0} a By ={x: f(x) <0}.

Pak B; a B jsou dvé disjunktni méritelné mnoziny. Tedy podle bodu
(6) plati

/!f|=/Bl\f|+/B2\f|=/Blf++/BQfz/f*+/f,

coz je redlné ¢islo. Proto je |f| integrovatelna.

Nerovnost plyne z bodu (3) a (1) (pro a = —1) podobné jako pro
Riemanntv ¢i zobecnény Riemannuv integral.

: Krok 1: Pro jednoduché funkce je tvrzeni snadné, i kdyz neni vidét

zcela na prvni pohled. Staci si vSak uvédomit, ze pokud

f=cxa, +- -+ cxa, ag=dxs,



pak

fHg9 = axanst(citd)xanst. .- cixans+(crtd)xa,ns+dX B\ (A,0--04y)

a v tomto piipadé tvrzeni plati

Krok 2: Pro nezaporné funkce lze tvrzeni dokazat s pouzitim Kroku 1,
definice a peclivé prace se supremy.

Krok 3: f, g obecné. Rozdélime si prostor podle znamének na Sest ¢asti:

— {a: f(@) = 0,g(x) > 0},
B, = {a: f(z) > 0,g(x) <0, f(a) + g(z) > 0},
By = {e: f(z) > 0,g9(x) <0, f(z) + g(z) < 0},
B, = {a: f(z) < 0,g(z) >0, f(z) + g(z) > 0},
Bs = {a: f(2) < 0,g(x) > 0, f(z) + g(z) < 0},
Bs = {a: f(z) < 0,g(x) < 0}.

Podle bodu (6) staci dokézat rovnost [, (f +g) = [5 [+ [z g pro

J J J
kazdé j =1,...,6. (Pfitom z bodu (5) plyne, ze integraly vpravo exis-
tuji a jejich soucet je definovén.)

Pro mnozinu Bj to plyne z Kroku 2, pro mnozinu By z Kroku 2 a bodu
(1) pro a = —1.

Pro mnozinu By z Kroku 2 a bodu (1) pro o = —1 dostaneme

/BQf:/BQ(f+g)+/BQ(—g)Z/BQ(f+g)—/ng.

([5,(f + g) existuje, protoze f + g je nezdpornd méfitelna funkce na

B2.) Tedy
32(f+g)=/32f+/329,

protoze soucet vpravo je definovan.

Pro zbylé mnoziny je dukaz analogicky.

Poznamka o verzich vsude a skoro vsude:

Vyse uvedené dukazy byly pro verzi s rovnostmi vsude. Z bodu (2) a
Veéty VIII1.34(i) plyne bod (ii) Véty VIII.34. Z toho pak plynou verze s
rovnosti skoro vsude.



K Vétam VIII.36 a VIIL.37:

o Tyto dvé véty se tykaji vztahu integralu a limit. Konkrétné tikaji, ze
za jistych predpokladu plati

/Alimszlim/Afk,

tedy, ze 1ze prohodit limitu a integral.
e Obecné limitu a integral prohodit nelze. O tom svédci nasledujici priklady:

1. Necht fi = X(x+1)- Pak fi(z) — 0 pro kazdé x € R a pfitom
fR fk =1. Tedy

hm/Rfk—17A0—/Rhmfk.

Prvnich Sest funkci z této posloupnosti je vyznaceno na obrazku
(barevné je vyznacena jenom ta ¢ést grafu, kde funkce neni nulova,
na zbytku R je funkce vzdy rovna nule).

. i J2 Ja I5
0] 1 2 3 4 5 6 7
2. Necht f;, = k'X(o,%)- Pak Pak fy(x) — 0 pro kazdé x € R a ptitom
fR fk =1. Tedy
R R
4= fa
3 = Prvni ¢tyfi funkce z této posloupnosti jsou vyznaceny na
X £ obrézku (barevné je vyznacena jenom ta ¢éast grafu, kde
2 —— funkce neni nulovéa, na zbytku R je funkce vzdy rovna
. f nule).
l——
0F 1 1
43 2



e Jsou tedy dulezité predpoklady téchto vét. Vysvétleme si je:

Veéta VIIL.36: V tomto piipadé predpokladame, ze funkce f;. jsou
nezéporné a ze pro (skoro) kazdé x je posloupnost { fy(x)} nekle-
sajici, tj.

0<fi<fo<f3<... (skoro vsude)

Z Vety VIIL.35(3) pak vime, ze

OS/Aflﬁ/AféS/AJ%S--w

takze véta vlastné rika, ze

/Afzsgp/Afk-

Takto se také véta da dokazat (ale délat to nebudeme).

Veéta VIIL.37: V tomto pripadé predpokladame, ze funkce f; ,nejsou
moc velké®“. Presnéji, ze existuje nezaporna integrovatelnd funkce
g (tj. g >0a [,g < +00), kterd majorizuje vsechny funkce fj,
(tj. pro kazdé k plati | fx| < g (skoro vsude) na A).

Funkci ¢ fikdme ,integrovatelna majoranta“.

Specialni dulezity ptipad je situace, kdy A ma konecnou miru
(An(A) < +00) a funkce f; jsou stejné omezené na A (tj. vsechny
jsou omezené stejnym ¢islem). Neboli, existuje ¢ > 0, ze pro kazdé
k plati | fx] < ¢ na A.

V tomto pripadé funkci integrovatelné majoranty plni konstantni
funkce rovna ¢, protoze [, ¢ = cA,(A) < +oo.

Dukaz provadét nebudeme, udéla se tak, ze to vhodnym trikem
redukujeme na Vétu VIIIL.36.

e Vsimnéme si, ze v uvedenych piikladech opravdu nebyly splnény predpoklady
zadné ze dvou vét.



K Véte VIII.38:

e Tato véta umoznuje redukovat vypocet integralu z funkci vice proménnych
na vypocet integralu z funkci méné proménnych.

Nakonec tedy vypocet muzeme redukovat na postupny vypocet nékolika
integralu funkei jedné proménné.

e Véta ma vlastné jediny predpoklad — je teba, aby funkce f byla méritelna
a méla Lebesgueuv integrél (koneény ¢i nekonecny).

Tvrzeni véty na prvni pohled vypada komplikované, ale vpodstaté rika,
ze vzorec ve tretim bodé funguje:

Prvni bod tika, ze vnitini integral le fe d)\; existuje pro skoro vSechna
x, tj. funkce @ — [g, fo d\; je definovéna skoro vsude.

Druhy bod fik4, ze tato funkce je méritelna, a tedy ma smysl pocitat
jejl integral.

Treti bod pak tika, ze tento integral existuje a rovna se integralu z f
pres RF,

e Dukaz provadét nebudeme, jen kratce okomentujeme. Klicovy je prvni
krok — dokazat, ze to plati, pokud f je charakteristicka funkce néjaké
métitelné mnoziny. To se déld dukladnou analyzou konstrukce Lebes-
gueovy miry, pficemz se vyjde z toho, ze pro kvadry tvrzeni plati (viz
bod (a) Vety VIIL.28).

Pokud tvrzeni plati pro charakteristické funkce, snadno se odvodi pro

jednoduché funkce. Pak peclivou praci se supremy pro nezaporné funkce,
posledni krok je pak snadny.

e Véta je formulovéna pro integral z funkce pies celé R**. Lze pouzit
i pro integral pres mensi mnozinu — a to zfejmym zpusobem, protoze
integral z f pres A je definovan jako integral z x4 - f pies RFF.

e Neékolik prikladu pouziti:
L. f{[z,y]eRQ: x>0,y>0} e Vd dy:
Méme f(z,y) = X{zycr?: 2>0y>03€ * Y. To je nezdporna méfitelna

funkce na R? (je to soucin spojité funkce a charakteristické funkce
oteviené mnoziny).



Pro x < 0 je funkce f.(y) = f(z,y) konstantni nulova funkce, a
tedy [g fo = 0.
Proz >0 je fz(y) = X(O,+oo)€7xiy7 a tedy

/ Jo= / X(otore Y dy = / eV dy "'E% (ZR) / eV dy
(0,+00) 0

VIIL.25 [—es V)3 — —a—y

lim —e — lim —e "V =0—(—e"")=¢e".
y—r-+00 y—0+

Tedy podle Véty VIIL.38 je

+o0
/ / / fz)dx —/ e @ dy VL (ZR)/ e “dx
R? (0,4-00) 0

VII1.25 [—e?]F® = 0 — (—1) = 1.

O néco malo jednodussi postup: Mame f(z) = e ¥ a A =
{(z,y): >0,y > 0} a chceme spocitat [, f

Misto, abychom uvazovalu f na celém R? vyndsobenou charakte-
ristickou funkci A, muzeme vzorec prepsat takto:

/Af=/R( [ 1yas

A, ={y e R: (z,y) € A}.

To je jen jiny zéapis tretiho bodu tvrzeni véty pro tento pripad.
Pritom pro z < 0 je A, = 0, tedy fo fz=0.
Proz > 0 je A, = (0,+00), a tedy

/ fo = / fo = e " jako vyse.
A (0,400)

Proto stejné jako vyse dostaneme

/ f= / e Pdr=1.
A (0,+00)

10
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2. Necht f je nezépornd spojité funkce na intervalu (a,b). Oznacme
A={lr.yl eR* 2 € (a,0),0 <y < f(a)},

tj. A je plocha mezi grafem funkce f a osou z na intervalu (a,b).
Pak A je borelovskd mnozina a

szwm/f

Na prvnim obrazku je vyznacena mnozina, jejiz miru chceme spocitat.

(DN

a b

Az = (0, f(x))

b
Protoze f je spojitd, mnozina A vyjde borelovska (pas P = {[z,y]: = €
(a,b)} je oteviend mnozina, By = {[z,y] € P:y > f(z)} a

By = {[z,y] € P:y < 0} jsou také oteviené mnoziny. Pritom
A= P\ (ByUBy), tedy A je borelovska.

Plati A\y(A) = [, 1 = Jgo xa. Protoze x4 je nezdporna méfitelnd
funkce, muzeme pouzit Vétu VIIL.38:

Proz € R\ (a,b) je A, =0, pro z € (a,b) je A, = (0, f(x)) (viz
druhy obrazek).

Tedy podle Véty VIIIL.38 je

M(A)—Ap/}{(& 1)dm—/(a’b)(/<0’f(m)> 1) dz

b

[ Mg de= [ fade=zR) [ f

(a,b) (a,b) a
3. Necht A je konvexni mnozina v R?. Pak \y(H(A)) = 0.

Hranice kazdé mnoziny je uzaviend mnozina, tedy H(A) je bore-

lovskd, a tedy mira této mnoziny je definovana.

Je \o(H(A)) = [}y 1. Pouzijeme Vétu VIIL38.

Nasledujici obrazky obsahuji ptiklady konvexnich mnozin, jsou vy-

znaceny jejich hranice.

11



Podle Véty VIIL38 je

(i) = [ R s LS [ ) de

Podivejme se, jak mohou vypadat mnoziny H(A),.

Mnozina H(A), muze byt prazdnd (pokud piimka {[z,y]: y € R}
neprotind mnozinu A — takové pripady na obrazcich nastavaji, i
kdyz nejsou vyznaceny, nebo pokud je tato piimka celd obsazena v
A — to na obrazcich nenastava, ale nastat muze, je-li A napiiklad
svisly péas).

Mnozina H(A), také muze byt jednobodovd nebo dvoubodova
(priklady jsou vyznaceny na obrézcich).

Nakonec muze byt mnozina H(A), uzaviend interval (omezeny ¢i
neomezeny, nebo i celé R — prvni dvé moznosti jsou na obrazcich
vyznaceny, tfeti nikoli, nastane napiiklad, je-li A svisly pés).
Vice moznosti neni. Nyni je tfeba si uvédomit, ze mnozina H(A),
muze mit vice nez dva body pouze pro dvé hodnoty z, a to nejveétsi
a nejmensi hodnotu, pro které piimka {|x,y]: y € R} zasahuje do
mnoziny A.

Tedy, H(A), je bud prézdna nebo jednobodova nebo dvoubodova
pro vSechna x az na nevyse dvé vyjimky.

To oviem znamend, ze A\ (H(A),) = 0 pro skoro viechna x. Tedy
A (H(A)) = 0 podle vyse uvedeného vzorce a Véty VIIL.34(i).

12



e Vratme se jesté k predpokladim véty. Jak jsme poznamenali vyse, je
vlastné jediny piedpoklad — aby f méla Lebesguetv integral pies R+,

To je splnéno napiiklad, pokud f je nezdpornd meéritelna funkce. Tak
tomu bylo také ve vSech zatim uvedenych prikladech.

Druhy dulezity ptripad, kdy je predpoklad splnén, je, kdyz f je integro-
vatelnd, tj. ma kone¢ny Lebesguetv integral.

Co vsak, kdyz predem nevime, zda f je integrovatelna? Pak je vhodnou
metodou vypocet ve dvou krocich:

Krok 1: Spo¢teme (¢i odhadneme) integral z | f|. To je nezdporna métitelna
funkce, takze vétu lze pouzit.

Krok 2: Pokud integral z prvniho kroku vyjde konecny, vime, ze f je

integrovatelnd, a tedy muzeme vétu pouzit na vypocet integralu z f.
e [lustrujme tuto metodu na jednom piikladu:

Spoctéme [, oge. po0ym0 € ¢ Y Cos(z — y) dzdy

Méame A = {[z,y] € R*: 2 > 0,y > 0} a f(z,y) = e " Ycos(x — y),

pocitdme [, f.

A je oteviend a f spojitd (dokonce na celém R?), tedy méfitelna.

Krok 1: Odhadnéme [, |f|:

/|f]:/e_x_y]cos(x—yﬂdxdyg/e‘w_ydxdyzl.
A A A

Nerovnost uprostied plyne z Véty VII1.35(3), posledni rovnost z piikladu
vyse.

Zéaveér z prvniho kroku je, ze f je integrovatelnd pres mnozinu A.

Krok 2: Vlastni vypocet [, f. Pouzijeme Vétu VIIIL38:

/ f= / e " Yeos(r —y)drdy = / </ e " Yeos(xr —y) dy) dx
A A R \J4,
- / (/ e " Yeos(x —y) dy> dx
(0,4-00) (0,4-00)
+00
= / ((ZR) / e " Ycos(x —y) dy) dx
(0,+00) 0

13



Druhd rovnost plyne z Véty VIIL.38 (pouzivame stejné znaceni jako
vyse). Treti rovnost plyne z toho, ze pro x < 0 je A, = 0 a prox > 0 je
A, = (0,400). Posledni rovnost plyne z Véty VIII.33. (Tedy, presnéji,
z této véty aplikované na f* a f~ a z toho, ze vime, ze prislusny
Lebesgueuv integral existuje, jak bylo vysvétleno v komentari k Vété
VIII.33.)

Nyni spocteme vnitini integral v zavislosti na x. K tomu pouzijeme
metodu per partes (Véta VIIL.26, derivujeme a integrujeme podle y):

+0o0o
—r— —r— “+oo
e " Yeos(xr —y)dy = [—e Y cos(z — y)]
0 u'=e"*"Y wv=cos(z—y) ~ 0
u=—e~" 7Y v'=sin(zx—y) =0—(—e~% cos )

400
- / —e “Ysin(z — y) dy
0

+oo
=e “cosx + / e " Ysin(r —y) dy
0

“+o0

= e "cosz + [—e " Vsin(z — y)}o

u'=e" %Y y=sin(z—y)
u=—e"*"Y v'=—cos(z—y) =0—(—e " sinz)

“+o0o
- / e "Yeos(x —y)dy
0

+o0

=e “(cosz +sinz) — / e "Ycos(x —y) dy.

0

Odtud vidime, ze

+o0 1

/ e " Yeos(x —y)dy = 56_:5((308 T +sinx).

0

Zbyva tedy spocitat

1 +oo 7
/ —e *(cosz +sinz)dr = (ZR) / —e “(cosx +sinx) dx
(0,400) 2 o 2

Opét vime, ze Lebesgueuv integrél existuje, a tedy muzeme aplikovat
Vétu VIIL.33 jna fT a f~“. Tento integral spocteme opét s vyuzitim
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metody per partes.

+00 1 1 +oo
—x : —z .
—e *(cosz +sinx) dz = ——e “(cosz + sinx)

0 2 u’:%e’z v=cos T+sin z 2 0
U=— 167

5e” % v'=—sinz+tcosx

400 1 . ) 1 +o0 1 — .
- ——e “(—sinz +cosx)dr = - + —e *(cosz —sinx) dz
.2 2" ), 2

1 1 oo

= —+ [——e_‘c(cosx — sin :v)]

e~ wv=cosx—sinzx 2 2 0

v/=—sinz—cosx

~0-(-})-}

feo 1 1 o1 ,
- ——e *(—sinx —cosz)dr = = + = — —e “(cosx +sinx)dx.
.2 272 ), 2
=1

Tedy

/ml “*(cos + sin) dz = =
—€ COS T SIn T xr = —.
.2 2

Zaver: Integral ze zadani je roven %
K Veéte VIII.39

e Tato véta o substituci je jistou analogii Véty VIIL.27 pro zobecnény
Riemannuv integral. Protoze se ovSem tyka funkei vice proménnych, je
formulace slozitéjsi.

e Zakladni predpoklady se tykaji zobrazeni ¢. Proberme je:

— ¢ je zobrazeni definované na néjaké oteviené mnoziné G C R" a
ma hodnoty také v R".

Navic se predpoklada, ze je prosté.
(Ve Veéte VIIL.27 je ¢ definovand na otevieném intervalu (o, B) a
je také prosta.)

— Vsech n slozek zobrazeni ¢ jsou funkce tiidy C! na G, tj. maji
spojité (ma () parcidlni derivace prvniho fadu.
(Ve Vete VIIL.27 se predpoklidd, Ze ¢ md v kazdém bodé vlastni
derivaci, zde predpokladdme navic spojitost derivact.)
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— Dale predpokladame, ze matice parcidlnich derivaci (kterd ma v
prvnim sloupci gradient prvni slozky — tj. Vi, ve druhém sloupci
Vs, atd.) je v kazdém bodé mnoziny G regularni.

(Analogii tohoto predpokladu ve Vété VIIL27 by byla nenulovost
derivace. Ve Vété VIIL.27 tento predpoklad ovsem nend nutniy.)

e A nyni tvrzeni véty:

— Prvni tvrzenf je, ze za téchto predpokladu je mnozina ¢(G), obraz
mnoziny GG pfi zobrazeni ¢, oteviena.
Pti vypoctech se tato ¢ast tvrzeni obvykle nepouzije, ale muze se
hodit v teoretickych uvahach.

— Nakonec pro kazdou f : ¢(G) — R* a kazdou meéfitelnou A C

©(Q) je
= oy -|det J,l.

Tato rovnost plati, je-li alespon jeden z integralu definovan — pak
je definovéan i druhy a rovnaji se.

(Tato rovnost pripomind rovnost z Veéty VIIL27 — misto absolutni
hodnoty derivace je zde absolutni hodnota determinantu matice
parcidlnich derivaci. Veta VIIL27 se tykd jen integrdalu pres cely
interval, dd se ovSem pouZit i na integrdly pres mensi intervaly.
Veta VIII.39 se naproti tomu dd pouzit pro kaZdou meritelnou
podmnozinu A C p(G).)

e Dikaz véty je obtizny a provadét ho nebudeme. Jen ho kratce okomen-
tujeme. Jeho nejtézsi ¢ast je dukaz pro ptipad, kdy f je charakteristicka
funkce méritelné mnoziny.

To znamena, dukaz rovnosti

M (A) = / (et J,|, A C o(G) méritelnd.
©~1(A)

Zbytek dukazu je pak snadny (nejprve se dokdze pro jednoduché funkee,
pak pro nezdporné méfitelné a nakonec pro obecné meéritelné funkee).
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e [lustrujme si prirozenost této véty na jednoduchém piipade:

b\ . . L :
Necht A = (CCL d) je regularni matice fadu 2 a ¢ : R? — R? je
zobrazeni reprezentované matici A.

Pak ¢ je prosté zobrazeni R? na R? (viz Véta VI.15 a VI.19).

Ptripomenme, ze
() = A - x\  [ax+by
AL Y) = y) \cx+dy

Odsud je vidét, Ze slozky zobrazeni ¢ jsou tifidy C! a matice parcidlnich
derivaci v kazdém bodé je

s = (5 g) =4

Uvazme rovnobéznik s jednim vrcholem v pocatku, jehoz sousedni vr-
choly jsou body [a, ] a [b,d] (na obrazku vpravo).

0,1] [1,1] . .d) [a + b, c+d]
=\

X

[0,0] [1,0] [0, 0]

Obsah rovnobézniku R je roven (viz oddil VI.3)

b d

det (a C)’:|detAT|:|detA|.

Pfitom ¢~ '(R) = C, vzorem rovnobézniku R pii zobrazenf ¢ je jednot-

kovy ctverec C.

Pokud pouzijeme Vétu VIII.29, dostavame

MAo(R) = /é|det J,| = /O|detAT| = |det AT| - Xo(C) = | det AT].

=1
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Véta o substituci dava tedy v tomto pripadé opravdu spravny vysledek.

Obecnéji z Véty VIIL.29 v tomto ptipadé plyne, ze

No(A) = / el = et A X7 (4), A€ R miielni
.

e Podobné vzorce plati, je-li ¢ : R — R" linearni zobrazeni reprezento-
vané regularni matici A fadu n.

e Priiklady pouziti:

L. f{[m,y]ERQ: z>0,y>0} eV de dy
Tento piiklad jsme pocitali vyse pomoci Fubiniovy véty (Véta
VIIL.38). Ukazeme si jiny zpusob vypoctu:
Definujme zobrazeni ¢ : R? — R? pfedpisem

o(u,v) =[u+v,u—2v], [u,v]€R.

Pak ¢ je prosté zobrazeni R? na R? (je to linedrn{ zobrazen{ re-
prezentované regularni matici; lze i spocitat inverzni zobrazeni, je
déno vzorce ™! (z,y) = [3(z +y), 5 (z — y)]).

Matice parcidlnich derivaci je rovna

s = (3 4.

je stejnd ve vsech bodech, je regularni a det J,(u,v) = —2.
Proto podle Véty VIII.39 dostaneme

/ e " Vdxdy = / e 2| —2| du dv.
{[z,y]€R?: z>0,y>0} e~ {[z,y]eR2: z>0,y>0})

Spoctéme prislusny vzor mnoziny:

o(u,v) €{[r,y) eR*: 2>0,y>0} s u+v>0au—v>0
< u<v<u

Tedy

o '{[r,y) e R*: 2 > 0,y > 0}) = {[u,v] € R*: —u <v < u}
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Tato mnozina je vyznacena na obrazku:
v

Ozna¢me tuto mnozinu B. Pak pocitdme [, 2e7** du dv.

Pouzijeme k tomu Vétu VIII.38 (integrujeme nezapornou méfitelnou
funkci, takze muzeme).

/ 2¢ 2 du dv = / (/ Q¢ 2u dv) du = / (/ Qe 2w dv) du
B R u (0,4-00) (—u,u)
“+00
= / 2¢7?" . 2udu = (ZR) / due™*" du.
(0,400) 0

Prvni rovnost plyne z Véty VIIL.38 (pouzivame znaceni jako v
prikladech vyse).

Druhd rovnost plyne z toho, ze B, = () pro u <0 a B, = (—u, u)
pro u > 0.

Tteti rovnost plyne z toho, Ze vnitini integral je vlastné integrél
z konstantni funkce (integrovana funkce nezavisi na v), a proto
pouzivame vzorec pro integral z jednoduché funkce.

Ctvrtd rovnost plyne z Véty VIIL33.

Nyni zbyva spocitat posledni integrdal pomoci metody per partes:

+00 too 1
/ due™ du = [—1e™ - du]§>™ — / ——e . 4du
0 S - Jo 2

v~

=0-0=0

+oo
= / 2e " du = [—e ]I>® =0~ (1) = 1.
0
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Dostavame (pochopitelné) stejny vysledek jako vyse.

. Polarni soutradnice. PopiSeme jednu z c¢asto pouzivanych substi-
tuci.

Necht G = {[r,t] € R?*:r > 0,t € (0,27)}. Pak G je zfejmé
oteviena mnozina.

Definujme ¢ : G — R? piedpisem

o(r,t) = [rcost,rsint], [rt] €qG.

Pak ¢ je prosté zobrazeni G na R?\ {[z,0]: z > 0}. Vyznam
tohoto zobrazeni je zndzornén na obrazku:

[rcost,rsint]
[r1 costy, ry sinty] r

/1 t
N

@)

[19 cos tg, 13 sin to]

Tedy, pokud [z, y] = ¢(r,t) = [rcost,rsint], pak r je vzddlenost
bodu [z,y] od pocatku a t je velikost thlu ktery svird pruvodic
bodu [z, y] s nezépornou polopiimkou na ose x.

To je také duvod, pro¢ v oboru hodnot chybi nezaporna poloptimka
(v pocatku by muselo byt r = 0, na kladné poloose = by pak mu-
selo byt ¢t = 0 (nebo nasobek 27) — to vSak na mnoziné G neni
mozné.

Slozky zobrazeni ¢ jsou tifdy C! a matice parcidlnich derivaci je

T (rt) = ( cost sint ) CIntled.

—rsint rcost
Tato matice je regularni, protoze
det J,(r,t) = rcos®t + rsin’t =r > 0.

Tedy, podle Véty VIII.39 plati rovnost

/f:/ r- f(rcost,rsint)drdt,
A p1(A)
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kdykoli A € R?\ {[z,0]: z > 0} je méfitelnd mnozina a f: A —
R* (pokud aspon jeden z integralu existuje).

Poznamka: Protoze vyloucend poloptimka je nulovd mnozina, l1ze
tento vzorec pouzit pro kazdou méfitelnou A C R2. Piesnéji: Po-
kud A C R? je méfitelnd mnozina a f : A — R* je méfitelnd
funkce, pak

/f:/ f:/ r- f(rcost,rsint)drdt,
A A\{[z,0]: 220} o1 (A\{[,0]: 2>0})

pokud alespon jeden z integralu existuje.

. Pouziti polarnich soutradnic na vypocet obsahu kruhu:

Necht A = B([0,0], R) je otevieny kruh o stfedu v pocdtku a
poloméru R > 0. Spoc¢téme Ay(A).

Pouzijeme polarni soutradnice:

Mo(A) = Ap(A\{[z,0]: 2 > 0}) / - / rldrdt,
A\{[2,0]: z>0} e~ (A\{[z,0]: >0})

kde ¢ je zobrazeni z definice polarnich souradnic.
Nyni je tfeba urcit, jak vypada uvedeny vzor mnoziny:
“HANA{[z,0]: x > 0}) = {[r,t]: [rcost,rsint] € A\ {[z,0]: > 0}}
= {[r,t]: [rcost,rsint] € U([0,0], R)}
={[r,t]: r € (0,R),t € (0,2m)}.

/ rdrdt:/ </ Td?“) dt
{[r,t]: r€(0,R),t€(0,2m)} (0,2m) (0,R)
R 27 R 2
/ ( / rdr) dt—/ {T—] dt—/ L
(0,27) 2 0 (0,2m) 2

= = 1R
27 - 2 =7
Prvni rovnost je vysledkem vyse provedeného vypoctu, druha rov-
nost plyne z Véty VIIL38 (integrujeme nezdpornou méfitelnou
funkci). Tteti rovnost plyne z Vety VIII.33. Dalsi dvé rovnosti
davaji vypocet vnitiniho integralu podle Véty VIIL.25.

Tedy
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Predposledni rovnost plyne z definice Lebesgueova integrélu pro
jednoduché funkce — integrujeme konstantni funkci pres interval
(0,27).

K Veété VIIIL.40:

(1): Toto tvrzeni plyne piimo z definic, mj. z definice Lebesgueova integralu
pro jednoduché funkce.

Ale je dobré si tuto jednoduchou véc uvédomit.

(2): Pokud M je oteviend nebo uzaviend, je borelovskd, a tedy méftitelna.
Pokud M je navic omezend, pak \,(M) < 4o00. To je vidét napiiklad
z toho, ze pak existuje R > 0, ze

M C (—R,R) x (—R,R) x -+ x (—R, R)

N J/

n-kI‘ét

a mira n-rozmérné krychle na pravé strané je (2R)™ (viz Véta VII1.28(a)).
Proto je mira mnoziny M konecné.

Déle je funkce f méritelna na M. To je vidét napiiklad s pouzitim
podminky (2) z Véty VIIL.31 a z vlastnosti spojitych funkef:

Necht f je rozsffen{ f na R™ definované pomoci doplnén{ nulou. Pak

~ reM: f(x)>c pokud ¢ > 0,
{z: f(x) >c} = { (x) > c} .
{reM: f(x) >c;UR"\ M) pokud c<0.
Pritom, je-li M oteviena, je

{r e M: f(x) >c}

oteviend mnozina.

Je-li M uzaviena, je
{reM: f(x) >c}=M\{xe M: f(zx) <c},

tedy je to rozdil dvou uzavienych mnozin, a tedy métitelnd mnozina.

Z toho plyne, ze f je opravdu méritelnd na M.
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Pokud f je navic omezena na M, znamena to, ze existuje C' > 0, ze
|f| < C na M. Pak ovsem [T < C'i f~ <C na M, tedy

/Mﬁg/Mczcxn(M)

/Mf_S/MC—C/\n(M).

Proto integraly z f™ iz f~ jsou konecné, a tedy i fM f existuje a je
koneény. Proto je f integrovatelnd na M.

a podobné

: M je omezend a uzaviend, tedy kompaktni. Je-li f spojitd na M, je

tam omezena.
Podle bodu (2) je tedy f integrovatelna na M, tedy i na M.

Rozdil M\ M je roven H(M), hranici mnoziny M. To je nulovd mnozina
(viz Véta VIIIL.30), tedy oba integraly se rovnaji (podle Véty VIII.34 —
funkce f a xar - f se rovnaji skoro vsude).

. f jeintegrovatelna na M podle bodu (2), protoze M je omezend oteviend

mnozina.
Rovnost pak plyne postupnou aplikaci Véty VIII.38.

Presnéji — z Véty VIIIL.38 plyne uvedeny vzorec, pokud integraly chapeme
jako Lebesgueovy integraly (pfes intervaly (a;,b;)).

Nicméné je lze chépat i jako zobecnéné Riemannovy, protoze vzdy in-
tegrujeme omezenou spojitou funkci (to neni zfejmé, ale z vlastnosti
Lebesgueova integrélu to plyne).
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