
Komentář k odd́ılu VIII.4 – integrace racionálńıch funkćı

Celkové poznámky o smyslu tohoto odd́ılu:

• Hledáńı primitivńıch funkćı je, na rozd́ıl od poč́ıtáńı derivaćı, relativně
tv̊urč́ı činnost, pro niž nemáme standardńı univerzálńı postup.

• Nav́ıc existuj́ı celkem jednoduché funkce, k nimž primitivńı funkci spo-
č́ıtat v nějakém pěkném tvaru neumı́me. To lze matematicky přesně
definovat, ř́ıká se tomu, že je nelze vyjádřit v konečném tvaru, tedy
zhruba řečeno nějakým vzorcem.

Př́ıkladem takových funkćı jsou např́ıklad funkce e−x
2

na R nebo funkce
sinx
x

na (0,+∞).

• V tomto odd́ılu se budeme zabývat racionálńımi funkcemi (tedy pod́ıly
polynomů). Pro ně totiž existuje standardńı postup výpočtu primitivńı
funkce. Tento algoritmus si poṕı̌seme.

• Nejprve si ukážeme nějaké vlastnosti polynomů a nakonec s jejich po-
moćı poṕı̌seme slibovaný algoritmus.

• Polynomy a priori uvažujeme s komplexńımi koeficienty, protože to je
přirozené a poč́ıtáńı v komplexńım oboru se stejně nevyhneme.

K Větě VIII.17 a jej́ımu Důsledku:

• Děleńı polynomů se zbytkem je analogické děleńı celých č́ısel se zbyt-
kem. Zde požadujeme, aby zbytek byl bud’ nulový nebo měl menš́ı
stupeň než dělitel (tj. než Q).

• Důkaz se provede např́ıklad indukćı podle stupně dělence (tj. P ). Protože
metoda d̊ukazu je konstruktivńı a zároveň dává návod, jak při děleńı
postupovat, d̊ukaz si provedeme.

• Důkaz existence R a Z:

– Pokud Q má stupeň 0, pak je to konstantńı funkce. Existuje tedy
konstanta c ∈ C \ {0}, že Q = c na C. Pak stač́ı zvolit R = 1

c
P a

Z = 0.
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– Předpokládejme, že Q má stupeň k > 0. Pak Q má tvar

Q(x) = ckx
k + ck−1x

k−1 + · · ·+ c0,

kde c0, . . . , ck ∈ C, ck 6= 0.

Nyńı postupujme indukćı podle stupně P :

– Prvńı krok: P je nulový nebo stupeň P je menš́ı než k.

Pak stač́ı vźıt R = 0 a Z = P .

– Druhý krok: Předokládejme, že n ≥ k − 1 a tvrzeńı plat́ı, pokud
stupeň P je nejvýše roven n (nebo P = 0).

Necht’ nyńı P je polynom stupně n+ 1, tj.

P (x) = an+1x
n+1 + anx

n + · · ·+ a0,

kde a0, . . . , an+1 ∈ C, an+1 6= 0.

Definujme polynom P1 vzorcem

P1(x) = P (x)− an+1

ck
xn+1−kQ(x), x ∈ C.

Protože ck 6= 0 a n ≥ k − 1 (a tedy n + 1 − k ≥ 0), je P1 dobře
definovaný polynom.

Nav́ıc má P1 stupeň nejvýše n (nebo je nulový).

Q(x) je totiž polynom stupně k s koeficientem ck u xk, xn+1−kQ(x)
je polynom stupně n + 1 s koeficientem ck u xn+1 a konečně
an+1

ck
xn+1−kQ(x) je polynom stupně n + 1 s koeficientem an+1 u

xn+1.

Pokud tento polynom odečteme od P , bude koeficient u xn+1 nu-
lový, tedy opravdu P1 má stupeň nejvýše n (nebo P1 = 0).

Podle indukčńıho předpokladu použitého na P1 dostaneme, že
existuj́ı polynomy R1 a Z1, přičemž Z1 je bud’ nulový nebo má
stupeň menš́ı než k, že

P1(x) = R1(x)Q(x) + Z1(x), x ∈ C.
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Pak ovšem dostaneme

P (x) = P1(x) +
an+1

ck
xn+1−kQ(x)

= R1(x)Q(x) + Z1(x) +
an+1

ck
xn+1−kQ(x)

=

R1(x) +
an+1

ck
xn+1−k︸ ︷︷ ︸

=R(x)

Q(x) + Z1(x)︸ ︷︷ ︸
=Z(x)

.

T́ım je d̊ukaz dokončen.

• Z výše uvedeného postupu je zřejmé, že maj́ı-li P a Q reálné koefici-
enty, vyjdou i R a Z s reálnými koeficienty (aritmetickými operacemi
z reálných č́ısel vzniknou opět reálná č́ısla).

• Jednoznačnost R a Z: Součást́ı tvrzeńı věty je i to, že R a Z jsou
jednoznačně určené. Pro nás to sice neńı podstatné, ale je to zaj́ımavé
a neńı to těžké:

Předpokládejme, že Q má stupeň k a máme polynomy R1, Z1, R2, Z2,
přičemž každý z polynom̊u Z1 a Z2 je bud’ nulový nebo má stupeň menš́ı
než K a plat́ı

R1(x)Q(x) + Z1(x) = R2(x)Q(x) + Z2(x), x ∈ C,

neboli

(R1(x)−R2(x))Q(x)︸ ︷︷ ︸
=0 nebo stupně ≥k

= Z2(x)− Z1(x)︸ ︷︷ ︸
=0 nebo stupně <k

, x ∈ C.

Pokud R1−R2 neńı nulový polynom, je na levé straně polynom stupně
alespoň k. To ovšem neńı možné, protože napravo je bud’ nulový poly-
nom nebo polynom stupně menš́ıho než k.

Jediná možnost je tedy, že R1 = R2 a Z1 = Z2. A to je slibovaná
jednoznačnost.

• Důsledek snadno plyne z Věty VIII.17:

Necht’ P je polynom a Q(x) = x− λ, kde λ ∈ C je nějaké č́ıslo.
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Aplikaćı Věty VIII.17 na P a Q dostaneme, že existuj́ı polynomy R a
Z, že

P (x) = (x− λ)R(x) + Z(x), x ∈ C,

přičemž Z je bud’ nulový nebo má stupeň menš́ı než 1 (což je stupeň
Q). To ovšem znamená, že Z je konstantńı polynom.

Tj. existuje polynom R a konstanta c ∈ C, že

P (x) = (x− λ)R(x) + c, x ∈ C.

Dosad́ıme-li speciálně x = λ, dostaneme

P (λ) = (λ− λ)R(λ) + c = c,

tj. c = P (λ), neboli

P (x) = (x− λ)R(x) + P (λ), x ∈ C.

Nyńı je jasné, že v př́ıpadě, že P (λ) = 0 (tj. λ je kořenem P ), dostaneme

P (x) = (x− λ)R(x), x ∈ C,

což jsme chtěli.

Z Věty VIII.17 rovněž plyne, že v př́ıpadě, že P má reálné koeficienty
a λ ∈ R, má i R reálné koeficienty.

K Větě VIII.18, následuj́ıćı definici a poznámce:

• Důkaz Věty VIII.18 se provede indukćı podle n s použit́ım Důsledku
Věty VIII.17 a základńı věty algebry (Věta I.5):

Krok 1, n = 1: Pokud n = 1, pak P (x) = a1x + a0, kde a0, a1 ∈ C,
a1 6= 0.

Máme tedy

P (x) = a1x+ a0 = a1(x+
a0
a1

) = a1(x− x1), kde x1 = − a0
a1.

Krok 2, n→ n+ 1: Necht’ n ≥ 1 je takové, že tvrzeńı plat́ı pro poly-
nomy stupně n.
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Necht’

P (x) = an+1x
n+1 + anx

n + · · ·+ a0

je polynom stupně n+ 1 (tj. a0, . . . , an+1 ∈ C, an+1 6= 0).

Protože P je nekonstantńı polynom, podle základńı věty algebry
(Věta I.5) má aspoň jeden komplexńı kořen.

Existuje tedy λ ∈ C, že P (λ) = 0.

Podle Důsledku Věty VIII.17 existuje polynom Q, že

P (x) = (x− λ)Q(x), x ∈ C.

Zřejmě Q neńı nulový, tedy je tvaru

Q(x) = ckx
k + · · ·+ c0,

kde c0, . . . , ck ∈ C a ck 6= 0.

Protože (x − λ)Q(x) je polynom stupně k + 1 s koeficientem ck
u xk+1 (jak se snadno přesvědč́ıme výpočtem) a zároveň se tento
polynom rovná P , dostáváme k = n a ck = an+1.

Aplikaćı indukčńıho předpokladu na Q (což je polynom stupně n)
dostaneme, že existuj́ı x1, . . . , xn ∈ C, že

Q(x) = an+1(x− x1) . . . (x− xn), x ∈ C,

tedy

P (x) = (x− λ)Q(x) = an+1(x− x1) . . . (x− xn)(x− λ), x ∈ C.

To dokončuje d̊ukaz, stač́ı vźıt xn+1 = λ.

• Pokud P má rozklad jako ve Větě VIII.18, pak x1, . . . , xn jsou všechny
kořeny P .

Na jednu stranu je totiž zřejmé, že pro každé j ∈ {1, . . . , n} je P (xj) =
0, tedy x1, . . . , xn jsou kořeny.

Na druhou stranu, pokud x neńı rovno žádnému z č́ısel x1, . . . , xn, pak
P (x) 6= 0 (protože P (x) je součinem n+ 1 nenulových č́ısel), tj. x neńı
kořenem P .
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• Některé z kořen̊u se mohou v seznamu x1, . . . , xn opakovat. Počet výskyt̊u
kořenu λ v tomto seznamu se rovná násobnosti kořenu λ:

Dejme tomu, že č́ısla x1, . . . , xk jsou rovna λ a xk+1, . . . , xn jsou r̊uzná
od λ. Pak

P (x) = (x− λ)k · an(x− xk+1) · · · (x− xn)︸ ︷︷ ︸
R(x)

, x ∈ C,

a je zřejmé, že R je polynom a R(λ) 6= 0.

K Větě VIII.19 a komplexně sdruženým č́ısl̊um:

• Geometricky se komplexně sdružené č́ıslo k z źıská osovou souměrnost́ı
podle reálné osy:

0

z = a+ ib

z = a− ib

ib

−ib

a

• Z uvedených vlastnost́ı komplexně sdružených č́ısel jsou prvńı a třet́ı
vlastnost zřejmé.

Druhá vlastnost asi neńı zřejmá na prvńı pohled, ale snadno se ověř́ı
výpočtem

(a+ ib)(c+ id) = ac− bd+ i(ad+ bc),

(a− ib)(c− id) = ac− bd− i(ad+ bc).

• Důkaz Věty VIII.19:

Necht’ P je polynom s reálnými koeficienty, tj.

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0,

kde a0, . . . , an ∈ R. Pak postupně dostaneme:
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1. P (x) = P (x), x ∈ C.

Poč́ıtejme:

P (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a0

= anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a0

= an · (x)n + an−1 · (x)n−1 + · · ·+ a0 = P (x),

kde ve druhé rovnosti jsme použili prvńı vlastnost komplexně
sdružených č́ısel a ve třet́ı rovnosti druhou vlastnost.

2. Je-li z kořenem P , je i z kořenem.

Máme-li totiž P (z) = 0, pak z prvńıho bodu vid́ıme, že

P (z) = P (z) = 0 = 0.

3. Nyńı dokažme vlastńı tvrzeńı věty. Necht’ z je kořenem polynomu
P násobnosti k.

Pak existuje polynom R splňuj́ıćı

P (x) = (x− z)kR(x), x ∈ C, a R(z) 6= 0.

Z bodu 1 plyne, že pro každé x ∈ C plat́ı

P (x) = P (x) = P (x) = (x− z)kR(x) = (x− z)kR(x) = (x−z)kR̃(x),

kde
R̃(x) = R(x), x ∈ C.

Zbývá si uvědomit, že R̃ je polynom a R̃(z) 6= 0.

R je polynom, tedy

R(x) = cmx
m + cm−1x

m−1 · · ·+ c0, x ∈ C

pro nějaká c0, . . . , cm ∈ C. Pak výpočtem podobným jako v bodě
1 dostaneme

R̃(x) = R(x) = cm(x)m + cm−1(x)m−1 · · ·+ c0 = cmx
m+cm−1x

m−1+· · ·+c0,

tedy R̃ je opravdu polynom.

Nakonec
R̃(z) = R(z) 6= 0,

protože R(z) 6= 0.

T́ım je d̊ukaz hotov.
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K Větě VIII.20:

• Tato věta plyne z Vět VIII.18 a VIII.19. Ukážeme si jak – d̊ukaz je
opět konstruktivńı, ukazuje, jak rozklad nalézt.

• Necht’ tedy P je polynom stupně n s reálnými koeficienty.

Podle Věty VIII.18 existuj́ı č́ısla z1, . . . , zn ∈ C, že plat́ı

P (x) = an(x− z1)(x− z2) . . . (x− zn), x ∈ C.

Nyńı jednotlivé činitele seskuṕıme. Poṕı̌seme to přesněji:

• Některé z kořen̊u mohou být reálné, některé mohou být imaginárńı.
Nejprve se budeme zabývat reálnými kořeny.

Necht’ x1, . . . , xk jsou všechny reálné kořeny, přičemž každý uvád́ıme
jen jednou.

Dále necht’ p1, . . . , pk jsou jejich násobnosti.

To znamená, že č́ıslo x1 se v seznamu z1, . . . , zn vyskytuje p1-krát, x2
se vyskytuje p2-krát atd.

Tedy, seskuṕıme-li př́ıslušné činitele, dostaneme

P (x) = an(x−x1)p1(x−x2)p2 · · · (x−xk)pk ·(činitele s imaginárńımi zj)︸ ︷︷ ︸
polynom bez reálných kořen̊u

.

• Nyńı se pod́ıvejme na imaginárńı kořeny.

Necht’ y1, . . . , yl jsou všechny kořeny s kladnou imaginárńı část́ı (tj.
lež́ıćı nad reálnou osou), přičemž každý uvád́ıme jen jednou.

Dále necht’ q1, . . . , ql jsou jejich násobnosti.

Podle Věty VIII.19 jsou i komplexně sdružená č́ısla y1, . . . , yl kořeny
polynou P , a to s násobnostmi q1, . . . , ql. Tyto kořeny maj́ı zápornou
imaginárńı část, tj. lež́ı pod reálnou osou.

T́ım budou vyčerpány všechny kořeny, a tak po seskupeńı činitel̊u do-
staneme

P (x) = an(x− x1)p1(x− x2)p2 · · · (x− xk)pk

·(x−y1)q1(x−y1)q1(x−y2)q2(x−y2)q2 . . . (x−yl)ql(x−yl)ql
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Zbývá posledńı krok – roznásobit činitele př́ıslušné komplexně sdruženým
kořen̊um:

Pokud yj = aj + ibj (kde aj, bj ∈ R a bj > 0), pak yj = aj − ibj. Potom
máme

(x− yj)qj(x− yj)qj = ((x− yj)(x− yj))qj = (x2 − (yj + yj)x+ yjyj)
qj

= (x2−2aj︸ ︷︷ ︸
αj

x+ a2j + b2j︸ ︷︷ ︸
βj

)qj .

Polož́ıme-li αj = −2aj a βj = a2j +b2j , dostaneme rozklad ve slibovaném
tvaru.

K Větě VIII.21:

• Předpoklady této věty ř́ıkaj́ı, že P a Q jsou dva polynomy s reálnými
koeficienty, stupeň P je menš́ı než stupeňQ a polynomQmáme rozložený
zp̊usobem popsaným ve Větě VIII.20.

• Za uvedených předpoklad̊u věta ř́ıká, že racionálńı funkci P
Q

lze vyjádřit

jako součet uvedeného tvaru. (Jednotlivým sč́ıtanc̊um se ř́ıká
”
parciálńı

zlomky“.)

Vzorec na pravé straně vypadá možná složitě, ale ve skutečnosti složitý
neńı. Každému z činitel̊u v rozkladu polynomu Q odpov́ıdá jedna sku-
pina zlomk̊u na pravé straně podle následuj́ıćıho kĺıče:

– Pokud se v rozkladu vyskytuje činitel (x − λ)p (tj., λ je reálný
kořen násobnosti p), pak mu napravo odpov́ıdá skupina p zlomk̊u

A1

x− λ
+

A2

(x− λ)2
+ · · ·+ Ap

(x− λ)p
.

Speciálně, pokud p = 1, tj. λ je kořen násobnosti 1, pak př́ıslušná
skupina má jenom jeden člen A

x−λ .

– Pokud se v rozkladu vyskytuje činitel (x2 +αx+β)q (odpov́ıdaj́ıćı
dvojici komplexně sdružených imaginarńıch kořen̊u násobnosti q),
pak mu napravo odpov́ıdá skupina q zlomk̊u

B1x+ C1

x2 + αx+ β
+

B2x+ C2

(x2 + αx+ β)2
+ · · ·+ Bqx+ Cq

(x2 + αx+ β)q
.
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Speciálně, pokud q = 1, tj. ony kořeny jsou násobnosti 1, pak
př́ıslušná skupina má jenom jeden člen Bx+C

x2+αx+β
.

• Věta ř́ıká, že rozklad uvedeného typu existuje a nav́ıc je jednoznačně
určen.

Důkaz této věty provádět nebudeme. Je např́ıklad snadným d̊usledkem
pokročileǰśıch vět z komplexńı analýzy.

Jiný zp̊usob d̊ukazu vycháźı z možného zp̊usobu hledáńı rozkladu, a
proto ho částečně poṕı̌seme:

Na rovnost v tvrzeńı věty se můžeme d́ıvat jako na rovnici s neznámými
Aij, B

i
j, C

i
j.

Řeš́ıme ji tak, že nejprve zlomky na pravé straně převedeme na společného
jmenovatele.

Tak napravo dostaneme racionálńı funkci, která ve jmenovateli má po-
lynom 1

an
Q a v čitateli nějaký polynom stupně menš́ıho než Q.

Uvědomme si, že stupeň Q se rovná n = p1 + · · ·+ pk + 2(q1 + · · ·+ ql)
a v čitateli opravdu dostaneme polynom stupně nejvýše n− 1.

Nyńı rovnici vynásob́ıme Q(x). Pak nalevo bude P (x) (což je polynom
stupně nejvýše n− 1) a napravo bude nějaký polynom stupně nejvýše
n− 1.

Maj́ı-li se tyto polynomy rovnat, musej́ı mı́t stejné koeficienty. Po-
rovnáńım koeficient̊u dostaneme soustavu n rovnic (polynom stupně
nejvýše n − 1 má n koeficient̊u a pro každý z nich dostaneme jednu
rovnici) s neznámými Aij, B

i
j, C

i
j.

Neznámých je rovněž n. Lze ukázat, že matice výsledné soustavy je
regulárńı, a tedy má soustava právě jedno řešeńı.

Důkaz provádět nebudemne, ale uvedený postup dává návod, jak v
konkrétńıch př́ıpadech rozklad naj́ıt.

Algoritmus pro výpočet primitivńı funkce k funkci racionálńı.
Necht’ f(x) = P (x)

Q(x)
, kde P a Q jsou polynomy s reálnými koeficienty,

přičemž polynom Q neńı konstantńı nulová funkce.
Budeme předpokládat, že ani P neńı konstantńı nulová funkce (jinak je

úloha triviálńı).
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Krok 1, vyděleńı polynomů: Najdeme polynomyR a Z takové, že P (x) =
R(x)Q(x) +Z(x), přičemž Z je bud’ nulový nebo má stupeň menš́ı než
je stupeň Q. Že je to možné, ř́ıká Věta VIII.18 a jej́ı d̊ukaz zároveň
dává návod k výpočtu.

Pak máme

f(x) =
P (x)

Q(x)
= R(x) +

Z(x)

Q(x)
.

R je polynom, takže primitivńı funkci najdeme snadno.

Zbývá naj́ıt primitivńı funkci k Z(x)
Q(x)

, čemuž se budou věnovat daľśı
kroky.

Poznámka: Pokud stupeň P je menš́ı než stupeňQ, tento krok můžeme
přeskočit (je R = 0 a Z = P ).

Krok 2, rozklad polynomu ve jmenovateli: Najdeme rozklad polynomu
Q uvedený ve Větě VIII.20.

To je snadné za předpokladu, že umı́me naj́ıt všechny kořeny polynomu
Q – pak postupujeme podle d̊ukazu Věty VIII.20.

Naj́ıt kořeny polynomu Q ovšem může být obt́ıžné až nemožné (pro
rovnice vyšš́ıho řádu neexistuje obecný vzorec), takže toto je limit
použitelnosti metody pro praktické poč́ıtáńı.

Krok 3, rozklad na parciálńı zlomky: Najdeme rozklad funkce Z(x)
Q(x)

tvaru
popsaného ve Větě VIII.21, tj.

”
na parciálńı zlomky“. Postup byl na-

značen u zmı́něné věty, je třeba vyřešit př́ıslušnou soustavu rovnic.

Krok 4, integrace parciálńıch zlomk̊u: Najdeme primitivńı funkci ke každému
z parciálńıch zlomk̊u.

To lze udělat s využit́ım následuj́ıćıch vzorc̊u a postup̊u:

• Je-li λ ∈ R, pak
∫

1
x−λ dx

c
= log |x− λ| na (−∞, λ) a na (λ,+∞).

To plyne z kombinace Větičky VIII.11(3) a Věty VIII.13, nebo
prostě ze známých pravidel derivováńı.

• Je-li λ ∈ R a m > 1, pak
∫

1
(x−λ)m dx

c
= − 1

(m−1)(x−λ)m−1 na

(−∞, λ) a na (λ,+∞).

To plyne z kombinace Větičky VIII.11(2) a Věty VIII.13, nebo
prostě ze známých pravidel derivováńı.
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• Zlomek Cx+D
(x2+αx+β)m

si nejprve rozlož́ıme na dva zlomky ještě
”
parciálněǰśı“,

a to takto:

Cx+D

(x2 + αx+ β)m
= a · 2x+ α

(x2 + αx+ β)m
+

b

(x2 + αx+ β)m
,

kde a, b jsou vhodná reálná č́ısla.

To ovšem je snadné – je vidět, že lze vźıt a = C
2

a pak b = D−a·α.

Nyńı najdeme primitivńı funkci ke každému ze dvou zlomk̊u na
pravé straně.

• Pro prvńı zlomek je to snadné, protože čitatel (tj. 2x+α) je deri-
vaćı funkce x2 + αx + β. (To bylo účelem rozkladu v předchoźım
bodě.)

Proto plat́ı∫
2x+ α

x2 + αx+ β
dx

c
= log(x2 + αx+ β), x ∈ R

a pro m > 1∫
2x+ α

(x2 + αx+ β)m
dx

c
=

−1

(m− 1)(x2 + αx+ β)m−1
, x ∈ R.

To plyne opět kombinaćı Větičky VIII.11 a Věty VIII.13, nebo též
z pravidel pro poč́ıtáńı derivaćı.

• Druhý zlomek je složitěǰśı. Uprav́ıme si ho
”
doplněńım na čtverec“

– uvědomme si, že kvadratická funkce x2 + αx + β nemá reálné
kořeny.

1

(x2 + αx+ β)m
=

1

(x2 + 2 · x · α
2

+ α2

4
− α2

4
+ β)m

=
1

((x+ α
2
)2 + β − α2

4︸ ︷︷ ︸
γ

)m
=

1

(γ · ( 1
γ
(x+ α

2
)2 + 1))m

=
1

γm((
x+α

2√
γ

)2 + 1)m
=

√
γ

γm
·

1√
γ

((
x+α

2√
γ

)2 + 1)m
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Smyslem těchto úprav bylo vyjádřit zlomek ve tvaru

1

(x2 + αx+ β)m
= f(ϕ(x))ϕ′(x),

kde

f(y) =

√
γ

γm
· 1

(y2 + 1)m
, ϕ(x) =

x+ α
2√
γ

(a ϕ′(x) =
1
√
γ

).

Dı́ky Větě VIII.13 tedy stač́ı spoč́ıtat primitivńı funkci k funkci
1

(y2+1)m
.

• Jest ∫
1

x2 + 1
dx

c
= arctg x, x ∈ R

(viz Větička VIII.11, nebo prostě v́ıme, jaká je derivace funkce
arctg).

Dále máme∫
1

(x2 + 1)m
dx =

u′(x) = 1 v(x) = 1
(x2+1)m

u(x) = x v′(x) = −m·2x
(x2+1)m+1

x

(x2 + 1)m
−
∫
x · (−m) · 2x
(x2 + 1)m+1

dx

=
x

(x2 + 1)m
+ 2m

∫
x2

(x2 + 1)m+1
dx

=
x

(x2 + 1)m
+ 2m

∫
x2 + 1− 1

(x2 + 1)m+1
dx

=
x

(x2 + 1)m
+ 2m

∫
1

(x2 + 1)m
dx− 2m

∫
1

(x2 + 1)m+1
dx,

tedy po úpravě∫
1

(x2 + 1)m+1
dx =

x

2m(x2 + 1)m
+

2m− 1

2m

∫
1

(x2 + 1)m
dx.

Protože pro m = 1 primitivńı funkci spoč́ıtat umı́me (viz výše),
pomoćı tohoto rekurentńıho (induktivńıho) vzorce ji spoč́ıtáme
pro každé m

13



Krok 5, závěr: Spoč́ıtáme-li primitivńı funkce ke všem parciálńım zlomk̊um,
pak výsledná primitivńı funkce bude rovna součtu těchto funkćı.

Nakonec urč́ıme intervaly, na kterých výsledek plat́ı. Z postupu je vidět,
že je třeba vyloučit reálné kořeny polynomu Q.

Tedy vezmeme množinu R\(reálné kořeny Q). Tato množina je tvořena
několika otevřenými intervaly. Výsledek plat́ı na každém z těchto inter-
val̊u (na každém zvlášt’, byt’ výpočet byl stejný).
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