Komentar k oddilu X.2 — Taylorovy rady funkci jedné proménné

K definici, motivaci, Vété X.7 a jejimu duasledku:

e V oddilu X.1 jsme definovali Tayloruv polynom. Pokud f ma vlastni
k-tou derivaci v bodé a, pak 1ze definovat Tayloruv polynom T,f “ a ten
dobte aproximuje funkci f v blizkosti bodu a ve smyslu Véty X.1.

Pokud je f dokonce tifdy C**! na okoli bodu a, pak lze odhadnout
chybu pfi nahrazeni funkce f polynomem T,f “ podle Vety X.7.

e Pokud f mé v bodé a derivace vSech tadu, lze definovat Tayloruv po-
lynom kazdého tadu.

Lze také definovat Taylorovu fadu — to je takova fada, jejiz castecné
souc¢ty jsou Taylorovy polynomy piislusnych radu.

Protoze ¢im je Tayloruv polynom vyssiho fadu, tim presnéji aproximuje
f, je prirozené ocekavat, ze (za urcitych predpokladu) bude soucet Tay-
lorovy tady roven funkci f.

e Ptipomenme, ze soucet nekonecné tady je definovan, jako posloupnost
¢astecnych souctu. To znamend, ze skuteénost, ze f je v néjakém bodeé
souctem své Taylorovy fady lze charakterizovat nasledovné:
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K dukazu posledni rovnosti se mohou hodit ruzné odhady zbytku (tj.
chyby), napiiklad Véta X.5 (a dalsi, které jsme si neuvadeéli).

e Mame-li funkci f, kterd ma v bodé a derivace vsech tadu, a tedy
muzeme definovat jeji Taylorovu fadu o stiedu a, pak soucet této rady
v bodé a je vzdy roven f(a).

To je trividlni, protoze prvni ¢len tady je f(a) a ostatni cleny jsou
nulové.

To, co je zajimavé, je tedy otazka, zda je f souctem Taylorovy rady i
v néjakych jinych bodech. Odpovéd je, ze nékdy ano a nékdy ne.

V tomto oddilu si ukdZeme nékolik pifpadi, kdy odpoved je kladnd. K
tomu slouzi napiiklad Veéta X.7.



e Véta X.7 — predpoklady a tvrzeni:
V této véteé jsou dva dulezité predpoklady:
— Funkce f ma byt tiidy C'* na intervalu (a — r,a + ). Neboli, m&
mit na intervalu (a — 7, a + r) derivace vech radu.
— Navic maji byt derivace vSech fadu na tomto intervalu omezené,

a to vsechny stejnou konstantou.

Za téchto predpokladu véta 1ika, ze f je souc¢tem své Taylorovy rady o
stfedu a, a to v kazdém bodé intervalu (a —r,a + 7).

e Dukaz Veéty X.7:
V dikazu vyuzijeme Vétu X.5.
Necht tedy = € (a—r,a+r) je libovolné. Pokud = = a, je f(z) (= f(a))
souc¢tem Taylorovy fady o stredu a v bodé = (= a), protoze to triviadlné
plati vzdy (viz vyse).
Déle predpokladejme, ze x # a.

Podle ekvivalence () vyse staci ukézat, ze
lim (f(x) — T (x)) = 0. (%)
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Nyni si uvédomme, ze z predpokladu véty plyne, ze
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Tedy, abychom dokézali (xx), staci dokazat
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Abychom dokézali (o), spoc¢téme nejprve
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Nyni podle d’Alembertova podilového kritéria (Véta VIL.7) fada
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konverguje. Nyni nutnd podminka konvergence (Véta VII.1) fikd, ze
(o) opravdu plati. Protoze z (o) plyne (xx), je dukaz hotov.

Dusledek Veéty X.7:

Tento dusledek fika, ze funkce exp, sin, cos jsou v kazdém bodé z € R
souctem své Taylorovy tady o stiedu 0.

Navic jsou tyto rady explicitné vypsany.

To, ze Taylorovy fady maji pravé tento tvar, plyne z Véticky X.2, kde
je uveden tvar Taylorovych polynomu.

Dukaz dusledku:

— Pro funkce sin a cos:
Funkce sin a cos jsou ttidy C*° na R.
Navic, pokud f je sin nebo cos a k € N, pak f* je jedna z funkef
sin, cos, — sin, — cos.
Kazdopéadné | f*)(x)| < 1 pro kazdé = € R (a kazdé k € N).
Tedy funkce sin a cos spliuji predpoklady Véty X.7 — bereme
a=0,M=1ar >0 libovolné.
Tedy z Véty X.7 opravdu plyne, Ze sin a cos jsou v kazdém bodé
x € R souctem své Taylorovy fady o stiedu 0.

— Pro funkci exp:
Funkce exp je tiidy C* na R a pro kazdé k € N je exp® = exp.
Ukazme, jak pouzit Vétu X.7:

Vezméme a = 0 a r > 0 libovolné. Protoze funkce exp je kladné a
rostouci na R, pro kazdé = € (—r,r) plati

|exp® 2| = |expz| = expz < expr,
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jsou predpoklady Véty X.7 splnény — staci vzit M = expr.

Podle Véty X.7 je tedy funkce exp souc¢tem své Taylorovy fady o
sttedu 0 v kazdém bodé z € (—r,7r).

Protoze r > 0 bylo zvoleno libovolné, dostavame, ze funkce exp je
souctem své Taylorovy fady o stfedu 0 v kazdém bodé x € R.

e Poznamka: S jistou davkou ndmahy lze dokazat, Ze funkce sinus de-
finovanda jako soucet uvedené rady spliuje podminky z Véty IV.27 o
zavedeni funkce sinus a ¢isla 7.

Takto lze zminénou vétu dokdazat.

Véta méla dve casti — fikala, ze funkce s uvedenymi vlastnostmi existuje
a navic je jednozna¢né urcena.

Existence se dokaze tak, ze funkci definujeme pomoci uvedené rady a
ovérime, ze ma ony vlastnosti (to pordd neni iplné snadné).

Jednoznaénost jsme vlastné pravé dokéazali. Ze zdkladnich vlastnosti
jsme odvozovali dalsi vlastnosti, az nakonec dusledek Véty X.7. To zna-
mena, ze funkce sinus je svymi zakladnimi vlastnostmi opravdu uréena
jednoznacné — musi byt dana souctem uvedené tady.

K Vété X.8: Tuto vétu dokazovat nebudeme. Nestaci k tomu totiz Véty X.5
Matematiky III. Nicméné veédét, ze tato véta plati, se hodi. Zduraznéme, ze
vzorce neplati na celém R, ale jen na intervalu (—1, 1) resp. (—1,1).

Poznamka pro zajemce: Skutecnost, Ze funkce f je v bodé x souctem své
Taylorovy Tady o stredu a je charakterizovand ekvivalencemi (x). Nestaci k
tomu, Ze Taylorova fada konverguje. Muze totiz konvergovat k nécemu jinému
nez k f(z).

Standardnim prikladem je funkce

Fa) = {;xp<—;> 2€RA{0)

Lze spocitat, ze f je tridy C™ na R a pro kazdé k € N je f*)(0) = 0. Proto
jegt Taylorova rada o stredu 0 md vSechny cleny nulové, tedy konverguje pro
kazdé x € R a md soucet 0. Nicméné tento soucet se shoduje s funkci f pouze
v bodé 0, v ostatnich bodech ma f kladnou hodnotu.
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