Matematika III — seznam otazek pro tstni pohovor

1. Spoctéte obsah kruhu o poloméru r a ob jemzkoule o poloméru r. Vysledek
.. , - . 2 . . .
vyuzijte k vypoctu obsahu elipsy 7z + ¥z < 1 a objemu elipsoidu
2—5 + g—i + ’z—i < 1. (Pouzijte substituci x = au, y = bv pro elipsu a
x =au, y = bv, z = cw pro elipsoid.)

2. V zavislosti na parametru a € R spoctéte integraly
/ (22 +y*)*dr dy a / (2% + y*)* dx dy
B(0,1) R2\B(0,1)
v zavislosti na parametru o € R. (Pouzijte polarni soufadnice.)

3. V zavislosti na parametru a € R spoctéte integraly
/ (2° +y* + 2*)*dr dy dz a / (2° +y* + 2°)* dx dy d=
B(0,1) R3\B(0,1)

v zavislosti na parametru a € R. (Pouzijte sférické souradnice.)
4. Odvodte nésledujici dva vzorce:

(a) Vzorec pro objem obecného kuzelu: Necht A C R? je méfitelnd
mnozina koneéné miry. Uvazme kuzel s podstavou A x {0} (tj.
{[z,y,0]: [z,y] € A}) a s vrcholem [0, 0, v]. Spoctéte objem tohoto
kuzelu.

(b) Vzorec pro vypocet objemu rotacniho télesa: Necht a < b jsou
realnd ¢éisla, necht f je funkce spojitd a nezaporna na intervalu
(a,b). Uvazme téleso vzniklé rotaci plochy pod grafem kolem osy
z, tj. {[z,y,2] : x € (a,b), p([y, 2],[0,0]) < f(x)}. Pouzijte znalost
vzorce pro obsah kruhu.



. Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati. (V' je

vektorovy prostor a @,...,x, € V.)
(a) Vektory @y, ...,x, jsou linedrné nezavislé.
(b) Mnozina {x1,...,x,} je linedrné nezavisla.
(c) Dimenze podprostoru generovaného vektory xi,...,x, je n.
(d) Vektor @, nelze zapsat jako linedrni kombinaci {xa, ..., x,}

. Vysvétlete, které implikace mezi nésledujicimi tvrzenimi plati. (V' je
vektorovy prostor.)
(a) dimV = n.
(b) Ve V existuje n linedrné nezavislych vektoru.
(¢) Ve V neexistuje n + 1 linedrné nezavislych vektoru.
(d) Plati (2) a (3) zéroven.

. Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati. (U a V'
jsou vektorové prostory, L: U — V zobrazeni.)

(a) L je linearni zobrazeni U do V.

(b) L(o) =

(c) Obor hodnot zobrazeni L je vektorovy podprostor V.

(d) Pro kazdé uy € U je mnozina vsech feseni rovnice L(u) = L(uy)

rovna {ug + v : L(v) = o}.

. Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati. (U a V'
jsou vektorové prostory, L: U — V zobrazeni.)

(a) L je linedrni zobrazeni U do V.
(b) L(o) =
()

)

(d) Pro kazdy podprostor W prostoru V' je L= (W) podprostorem U.

{ueU: L( ) = o} je vektorovy podprostor U.
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. Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati.

symetrickd matice typu n X n.)
(a
(b
(c
(d

) Matice A je pozitivné definitni.

) 0 neni vlastnim ¢islem matice A.
) Matice A je regularni.

)

Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou nezdporna.

Vysvétlete, které implikace mezi nésledujicimi tvrzenimi plati.

symetrickd matice typu n X n.)

(a) Matice A je indefinitni.

(b) Aspon jedno vlastni ¢islo matice A je zdporné.
)
)

(c) Matice A neni pozitivné definitni ani negativné definitni.

(d

Matice A neni pozitivné semidefinitni.

Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati.

matice typu n X n.)

(a) Matice A je symetricka.

(b) Pro kazdé u,v € R™ plat{ u” Av = vT Aw.

(c) Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou redlna.

(d) Pro kazdé i,j € {1,...,n} plati (e’)TAe’ = (e)TAe'.

Vysvétlete, které implikace mezi nédsledujicimi tvrzenimi plati. (U a V
jsou vektorové prostory, dimU =n, L: U — V je linedrni zobrazeni.)

(a)

(b) dimIm(L) = n.

(c) Pro kazdé nenulové u € U je L(2u) # L(u).
(d) dimIm(L) > n.

L je prosté.
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Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati. (L: R™ —
R" je linedrni zobrazeni, A jeho reprezentujici matice, y € R™.)
(a) y € Im(L).

(b) vy je jeden ze sloupcu matice A.

(¢)
(d)

y lze zapsat jako linearni kombinaci sloupcu matice A.

h(Aly) < h(A).

Vysvétlete, které implikace mezi nédsledujicimi tvrzenimi plati. (U a V'
jsou vektorové prostory, dimV =mn, L: U — V je linedrni zobrazeni.)

(a) L je prosté.
(b) dimU < n.

(¢c) dimU =n a L je na.

(d) dimU = dim Im(L).
Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati. (A je
symetrickd matice typu n x n, @ kvadraticka forma reprezentovana A.)

(a

) A je negativné definitni.
(b) Vsechny prvky na diagondle A jsou zaporné.
(c) Q(e') <0 pro vsechna i € {1,...,n}.
(d) det A # 0.
Vysvétlete, které implikace mezi nésledujicimi tvrzenimi plati. (A je
matice typu n x n.)
— I je regularni matice.
Pro kazdé x € R"\ {0} je Az # x.

1 neni vlastni ¢islo matice A.

(a) A
(b)
(c)
(d)

1 nenf vlastni ¢éislo matice AT,
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Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati. (f je
funkce tiidy C? na okolf bodu a € R™.)

(a)
(b)
(c)
(d) Plati (2) a (3).

f méa v a lokdlni maximum.
Hessova matice f v bodé a je negativné semidefinitni.

a je stacionarni bod funkce f.

Vysvétlete, které implikace mezi ndsledujicimi tvrzenimi plati. (f je
funkce tiidy C? na okoli bodu a € R™, a je staciondrn{ bod funkce f.)

(a) f ma v bodé a lokalni maximum.
(b) f je konkdvni na okoli bodu a.

(c) Hessova matice f v bodé a je negativné definitni.

(d) Hessova matice f v bodé a je negativné semidefinitni.
Vysvétlete, které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati. (f je
funkce tiidy C? na okoli bodu a € R", a je stacionarni bod funkce f.)

(a) a je sedlovy bod funkce f.

(b) Hessova matice funkce f v bodé a je indefinitni.

(c) Hessova matice funkce f v bodé a neni pozitivné definitni ani
negativné definitni.

(d) a neni bodem ostrého lokalniho extrému funkce f.



