Komentar k oddilu IX.5 — vlastni ¢isla a vlastni vektory

K definicim, vyznamu oddilu a Vété IX.18:

e Je-li A ¢tvercova matice, pak nenulovy (sloupcovy) vektor « je vlastnim
vektorem matice A, pokud Az je ndsobkem vektoru x.

Dulezity je predpoklad nenulovosti @ (Ao = o plati automaticky).
Pokud @ je nenulovy a Ax je nasobkem vektoru x, znamena to, ze
existuje c¢islo A\, ze Ax = Ax. Toto cislo A je zaroven jednoznacéné
urceno (pravé diky tomu, Ze x je nenulovy).

Cisla A, kterd se vyskytuji v tomto kontextu, se nazyvaji vlastni ¢isla
matice A.

Tedy — ¢islo A je vlastni ¢islo matice A, pokud k nému existuje néjaky
piislusny vlastni vektor.

e V tomto oddilu budeme pracovat v komplexnim oboru — matice uvazujeme
komplexni, vlastni ¢isla i vlastni vektory také uvazujeme komplexni.

Duvod je ten, Ze redlné matice nemusi mit realnd vlastni ¢isla a redlné
vlastni vektory (pfiklad bude nize). V nékterych dulezitych piipadech
vSak staci redlny obor (viz Véta I1X.19 nize).

e Jedno ze zakladnich pouziti matic je reprezentace linearnich zobrazeni.
Komplexni matice A € Mc(n x n) reprezentuje linedrni zobrazeni L :
C" — C" dané vzorcem L(x) = Ax pro x € C".

Pokud A € C je vlastni ¢islo a @ prislusny vlastni vektor, pak L(x) =
Azx. Tedy na podporostoru ling{x} je zobrazeni L velmi jednoduché —
kazdému vektoru prifadi jeho A-nésobek. Specidlné tento podprostor se
zobrazi sém do sebe (tedy je invariantni pro L).

Toto je jedna z motivaci pro studium vlastnich ¢isel — jednodussi vyjadieni
linedrniho zobrazeni. Vice si o tom fekneme u Véty 1X.20.
e Nechf ) je vlastni ¢fslo matice A.

Pokud je & vlastnim vektorem prislusnym A, pak kazdy nenulovy nasobek
x je také vlastnim vektorem, protoze

Alax) = a(Az) = a(Ax) = Aax).



Pokud x a y jsou vlastni vektory prislusné A, pak

Alz+y)=Az+Ay =) xz+ Iy = Nz +y).

Tedy, v ptipadé, ze « + y # o, je * + y také vlastni vektor.

Proto mnozina vlastnich vektoru ptislusnych k danému vlastnimu ¢islu
A je podprostorem C" s vynechanym nulovym vektorem.

e Diikaz bodu (i) Vety IX.18:
Necht A € C. Pak plati:

A je vlastni ¢islo matice A
Jr e C"\ {0} : Az = \z
dJreC"\{o}: Nz — Az =0

dJreC*"\{o}:(MN[—A)x =0

zobrazeni reprezentované matici
Al — A neni prosté

Matice A — A neni regularni

det(AI — A) =0

7 definice vlastniho ¢isla

od obou stran odeéteme Ax

7 vlastnosti maticového nasobeni

podle dusledku Véty I1X.6

podle Vét VI.19 a VI.15

podle Véty VI.11

e Bod (ii) Véty IX.18 dokazeme indukei z definice determinantu.

Nejprve dokézeme (taktéz indukei) nasledujici pomocné tvrzent:

Lemma: Necht A a B jsou ctvercové matice vddu n. Pak funkce
A = det(AA + B) je polynom stupné nejvyse n.

Dukaz indukef:

Krok 1, n = 1: Necht A a B jsou iadu 1. Ozna¢me jejich jediné prvky

a ab. Pak

det(AA + B) = Aa + b,

coz je polynom stupné nejvyse 1.
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Krok 2, n — n + 1: Predpoklddejme, ze trvrzeni plati pro matice fadu
n. Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice fddu n + 1. Podle defi-
nice determinantu je:

n+1
det(AA +B) = > (=1)"" (Aass + bir) det(AA + B);y
=1
n+1
= Z(—l)iJrl (/\aﬂ + bzl) det()\Aﬂ + ]le)
i=1

J

polynom  polynom stupné <n
stupné <1 dle ind. predp.

~—
polynom stupné <n-+1

To dokoncuje dukaz indukéniho kroku.

Tim mame dokdzano pomocné tvrzeni a muzeme provést vlastni dukaz
bodu (ii). Postupujeme opét indukei.

Krok 1, n = 1: Necht A je iadu 1. Oznaéme jeji jediny prvek a Pak
det(A\[ — A) =\ —a,

coZ je polynom stupné 1 s koeficientem 1 u A%

Krok 2, n — n + 1: Predpoklddejme, ze trvrzeni plati pro matice fradu
n. Necht A = (a;;) je matice tadu n + 1. Podle definice determi-
nantu je:

det(AI — A) = (1) (X — a1;) det(Al — A)yy
n+1

+ Z(-l)iJrlCLﬂ det(/\]l — A)zl
1=2

= ()\ — CLH) . Eiet()\]lu — AH)}
polynom stupné n»
s hlavnim koefic. 1

dle ind. predp.

n+1
Z(—l)iJrla“ det()\]lzl — Azl)
— | L —

polynom stupné <n
dle Lemmatu



Uvédomme si, ze [1; je jednotkova matice fadu n.

Pokud polynom stupné n s koeficientem 1 u nejvyssi mocniny
vynéasobime (A — a;1), dostaneme polynom stupné n + 1 s koefici-
entem 1 u nejvyssi mocniny. Pokud pak k nému pti¢teme polynom
stupné nejvyse n, vysledek bude opét polynom stupné n + 1 s ko-
eficientem 1 u nejvyssi mocniny.

To dokoncuje dukaz indukéniho kroku, a tedy bodu (ii).

e Bod (iii) plyne z bodu (ii), protoze polynom stupné n ma nejvyse n
kofent (viz Véta VIIL.18 a nésledujici pozndmka).

e Polynom A — det(Al — A) se nazyva charakteristicky polynom matice
A a v algebre hraje dulezitou roli.

Jeho kotreny jsou tedy vlastni ¢isla matice A, pricemz nasobnosti daného
korenu se pak fika nasobnost prislusného vlastniho ¢isla.

Necht Aq,...,\, jsou viechna vlastni &fsla, pfi¢emz v tomto seznamu
se kazdé opakuje tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

Z Véty VIII.18 pak plyne, ze
det(A —A) = (A= A1) (A= Ag) - (A = An).
Pokud dosadime A = 0, vidime, ze

det(—A) = (A1) (=X2) -+ (=),
(=1)" det A

tedy det A = Ao\,

Neboli, souc¢in vlastnich ¢isel, pokud kazdé pocitame tolikrat, kolik je
jejich nasobnost, je roven determinantu matice A.

Déle je vidét, Ze koeficient u \*~! v charakteristickém polynomu je
roven
_()\1 +...+)\n)_

Lze ukézat, Ze zaroven je roven
—(a11 +age + - + ann),

a to opét indukei z definice determinantu. (Délat to nebudeme, je tieba
postupovat trochu peclivéji nez vyse.)

4



Je tedy
)\1+"'+)\n:CZ11+CZ22+"‘+CLnn.

e Priklady:
1. Je-li A diagonalni matice, pak vlastni ¢isla jsou pravé prvky na
diagonale.
2. Je-li A horni nebo dolni trojihelnikova matice, vlastni ¢isla jsou

rovnéz pravé prvky na diagondle.

3. Pokud A = (_01 é), pak charakteristicky polynom je det(Al —

A) = \? + 1. Médme tedy dvojici vlastnich ¢isel i, —.

Vlastni vektory ptislusné vlastnimu ¢islu ¢ najdeme feSenim sou-

stavy
0 1 T _ T
-1 0/ \y) “\y)’
neboli
Y =1T
—T =1y

Tato soustava ma nekoneéné mnoho feseni (to neni piekvapivé, i
je vlastni ¢islo), a to ndsobky vektoru [1,:]. Tedy vSechny vlastni
vektory jsou tvaru

c-[1,14], ce C\ {0}.

Podobné, vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu —i najdeme

feSenim soustavy
0 1\ [xz) _ i
-1 0)\y) y)’

Yy = —IiT

neboli

—T = -y

Tato soustava ma nekonec¢né mnoho feseni, a to nasobky vektoru
[1, —i]. Tedy vSechny vlastni vektory jsou tvaru

c-[1,—1], ce C\ {0}
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Vlastni c¢isla a symetrické matice:

e Tiebaze i o obecné ¢tvercové matici jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory
leccos vypovidaji, pro symetrické matice toho vypovidaji mnohem vice.

Sveédéi o tom hlavné Véta 1X.20, kterd zhruba feceno tikd, ze symetric-
kou matici lze zrekonstruovat, pokud zname jeji vlastni ¢isla a vlastni
vektory.

Prvnim krokem je vSak Véta 1X.19.

e Veéta [X.19: Tato véta rika, ze vlastni ¢isla realné symetrické matice jsou
redlnd. To je rozdil oproti obecné redlné matici (viz priklad 3 vyse).

Dikaz: Necht A je redlnd symetrickd matice a A € C je libovolné jeji
vlastni ¢islo. Necht & € C" je néjaky vlastni vektor pifslusny vlastnimu
¢islu A. To znamend, ze * # o a Ax = \x.

Krok 1: ) je také vlastni ¢islo matice A a @ je k nému pifslusny vlastni
vektor.

Pritom aplikaci komplexniho sdruzeni na vektor (¢i obecnéji na
matici) rozumime pouziti komplexniho sdruzeni na kazdou slozku.

Protoze A je realna, z definice maticového nasobeni a z vlastnosti
komplexné sdruzenych éisel (viz oddil VIIL.4) plyne

AT = AT = Ax = \x = \T.

Prvni rovnost plyne z toho, ze A ma realné slozky.

Druha rovnost plyne z definice maticového nasobeni a vlastnosti
komplexniho sdruzeni (viz oddil VIIL.4).

Treti rovnost plyne z toho, ze x je vlastni vektor ptislusny vlastnimu
cislu .

Posledni rovnost plyne opét z vlastnosti komplexniho sdruzeni.
Tim je prvni krok dokazan. Zatim jsme pouzili jen to, ze A je
realnd matice, nikoli to, ze je symetricka.



Krok 2: Spocteme ' Az a z7 Az:

V obou pripadech je vysledek matice 1 x 1, tedy ¢islo. Vypocet:

Az =3 e =\TFx=\Y Ta;=1) |yl

j=1 j=1

n n
a:TAEZmT-)@:)\-mTE:)\E xj‘x_j:AE ||
j=1 j=1

V obou pripadech prvni rovnost plyne z toho, ze x a @ jsou vlastni

vektory prislusné k ¢éislum A a . Zbylé rovnosti pak plynou z vlast-

nosti maticového nasobeni a z vlastnosti komplexniho sdruzeni.
Krok 3: Dvé cisla spoctend v Kroku 2 jsou stejna.

Protoze &1 Ax je ¢islo, tj. matice 1 x 1, je to symetrickd matice.

Tedy

z Az = (@ Ax)” 'L 2TAT ()T A=A 2TAT.

Pouzili jsme vlastnosti transponovanych matic a symetrii matice
A.

Krok 4: Zavér:
7 Kroku 2 a 3 dostaneme

n n
MY P =Xl
P =1

Protoze x # o, je 2?21 |z;]? > 0, a tedy timto vyrazem muzeme
rovnost vydélit.
Tak dostaneme A = ), tedy A je redlné.

Tim je dukaz hotov.

e K pojmu ortogonalni matice:

Redln4 ¢tvercova matice Q fadu n je ortogonalni, pokud QTQ = QQ” =
I.

Ekvivalentné, pokud je to regularni matice a inverzni matice se rovna
matici transponované (tj. Q71 = Q7).
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Podle poznamky z oddilu VIIL.2 (dokdzané v oddilu VIIL.5) staci, aby
platila jedna z rovnosti Q7Q = I nebo QQ? = I. Druh4 z rovnosti pak
automaticky plati téz.

Vysvétleme si jesté, proc se takové matici iika ortogonalni:
Oznacme q, ..., q,, sloupce matice Q.
Pak matice QT ma fadky qf, ..., q’.
Sou¢in Q7Q m4é na misté ij souéin i-tého Fadku matice Q7 a j-tého
sloupce matice Q, tj.
a/q; =< q;,q; > .

Protoze QTQ = I, dostdvame

1 proi=j,
<4q,,q; >= . .
@i 4; {O pro i # j.

Tedy, s pouzitim terminologie z oddilu IX.3 m4 kazdy sloupec normu 1
(llg;|l = 1) a kazdé dva ruzné sloupce jsou na sebe kolmé (jinym slovem
ortogonalni).

Tedy — ortogonalni matice je takova, jejiz vSechny sloupce maji normu
1 a jsou na sebe navzajem kolmé.

Totéz plati i pro fadky (pouzije se rovnost QQT =T).

Véta 1X.20 a jeji tvrzeni:

Necht A je redlnd symetrickd matice fadu n. Z Vety 1X.19 vime, Ze jeji
vlastni cisla jsou realna.

Protoze vlastni ¢isla jsou koteny charakteristického polynomu a ten ma

stupen n (Véta IX.18), je vlastnich ¢isel n, pokud kazdé pocitdme s jeho
nasobnosti.

Necht tedy Ai,...,\, jsou vlastni ¢isla matice A, pficemz kazdé se
opakuje v seznamu pravée tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

Veta IX.20 tika, ze pak existuje ortogonalni matice Q, pro kterou plati

MO0 0
0 X oo O

A:Q : : . : Q
0 0 ... A



Co tato rovnost iika: Protoze Q je ortogondlni, tj. matice Q a Q7 jsou
navzajem inverzni, je tato rovnost ekvivalentni rovnosti, kterd se z ni
dostane vynasobenim matici Q zprava, tj.

A0 ... 0
0 X ... 0
AQ=Qf . . . .

0 0 ... X\
Pokud sloupce matice Q oznacime qq, . .., q,,, pak soucin na levé strané
je matice se sloupci Aqy, ..., Agq, a soucin na pravé strané je matice se
sloupci A\1qq, ..., \nq,,-
To znamend, ze Aq; = A;q;, neboli g; je vlastni vektor prislusny

vlastnimu cislu A;.
Poznamky k dukazu Véty 1X.20: Diukaz provadét nebudeme, nicméné
predchozi analyza naznacuje, jak najit matici Q a tim vétu dokézat:

Najdeme vlastni ¢isla matice A a jim piislusné vlastni vektory. Z nich
jakozto sloupcu poskladame matici Q. Jen musime zajistit, aby byla
ortogonalni.

K tomu dulezity krok je uvédomit si, ze vlastni vektory piislusné dvéma
ruznym vlastnim ¢islum jsou kolmé. To je ovSem snadné pomoci po-
stupu podobnému tomu pouzitému v dukazu Véty 1X.19:

Necht A\; # Ay jsou dvé vlastni ¢isla a @1, 2, jsou jim piislusné vlastni
vektory. Pak plati:

a:gAwl = wg ML = A - wgwl =\ < x1, 29 >,

QZ{AQZQ = w{ “ Aoy = Ag - Jifwg =X < 1, Ty > .
Protoze T Az, je matice typu 1 x 1, je symetrickd, a tedy

V1.3 AT=A
xl Axy = (2T Axy)” =" 2l AT (2T =" zlAx,

tedy
)\2 < X1, Ly >= )\1 < T1,Ty > .
Protoze \; # Ay, je < &1, x5 >= 0. A to je ono.

To ovsem neni cely dukaz véty, jesté je tfeba oSetfit vlastni vektory k
vicenasobnym vlastnim ¢islum. To vsak délat nebudeme.
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e Pouziti Vety IX.20 pro reprezentaci linedrniho zobrazeni.

Jednou z aplikaci matic je fakt, ze reprezentuji linearni zobrazeni. Véta
IX.20 umoznuje zobrazeni reprezentované symetrickou matici vyjadrit
v jednoduchém tvaru.

Pokud stejné jako vyse oznacime qq,. .., g, sloupce matice Q, pak pro
kazdé x € R" plati

A 0 ... 0
0 X ... 0
Az=Q| . . . . |Q"
0 0 An
A 0 0 q’
:(ql q2 A qn) ' : .. ' : r
0 M) \an
A . 0 ql
0 X ... 0 q:x
:((h 92 - qn) . . . .
0 0 ... A/ \glz
A0 ... 0 <Z,q; >
0 )\2 ... 0 <xT,qy>
:((h q .. qn) . .
0 0 ... A\ <xz,q, >
M <x,q >
A < x,qy > n
=(@1 @ - q,) : =Y N<z.q;>q;
; =
A < T,q, >

Tedy

j=1

e Pouziti Vety IX.20 k vypoctu mocnin matice A:
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Pokud A je v tvaru z véty, pak pro kazdé k£ € N mame

AF=A-A---A
—_—
k-krat
A0 .. 0 MO .. 0 MO .. 0
:Q< )Q@< )QQ< >Q
0 0 ... A\ " 0 0 .. A\n 0 0 ... \n
k-krat
MO .. 0 k )\]f 0 .. 0
0 Xz ... 0 T 0X .. 0 T
:Q< Dot Z) Q :Q N 22'. : Q
00 . X, Y

Odtud uz snadno plyne, Ze pro kazdy polynom p(z) = @™ +ay,_12™ +
<-4+ a1x + ag plati

Q.

p(A1) O 0
(p<A) :) amAm+am_1Am—l+. . '+(I1A+a0]1 — Q 0 P(f\2) | 0
0 0 p(hn)

e Mnoziné vSech vlastnich ¢isel matice se tika spektrum matice a Véteé
IX.20 se tika véta o spektralnim rozkladu symetrické matice.

e Dusledek Véty 1X.20: Protoze matice Q je reguldrni, je povaha (defi-
nitnost) matice A stejnd jako povaha (definitnost) diagonalni matice,
kterda ma na diagonéle vlastni ¢isla matice A. (Viz Véta IX.15 a jeji
dukaz).

Proto je povaha (definitnost) matice A uréena znaménky vlastnich ¢isel
(diky Veéticee IX.11).
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