
Komentář k odd́ılu IX.5 – vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

K definićım, významu odd́ılu a Větě IX.18:

• Je-li A čtvercová matice, pak nenulový (sloupcový) vektor x je vlastńım
vektorem matice A, pokud Ax je násobkem vektoru x.

Důležitý je předpoklad nenulovosti x (Ao = o plat́ı automaticky).
Pokud x je nenulový a Ax je násobkem vektoru x, znamená to, že
existuje č́ıslo λ, že Ax = λx. Toto č́ıslo λ je zároveň jednoznačně
určeno (právě d́ıky tomu, že x je nenulový).

Č́ısla λ, která se vyskytuj́ı v tomto kontextu, se nazývaj́ı vlastńı č́ısla
matice A.

Tedy – č́ıslo λ je vlastńı č́ıslo matice A, pokud k němu existuje nějaký
př́ıslušný vlastńı vektor.

• V tomto odd́ılu budeme pracovat v komplexńım oboru – matice uvažujeme
komplexńı, vlastńı č́ısla i vlastńı vektory také uvažujeme komplexńı.

Důvod je ten, že reálné matice nemuśı mı́t reálná vlastńı č́ısla a reálné
vlastńı vektory (př́ıklad bude ńıže). V některých d̊uležitých př́ıpadech
však stač́ı reálný obor (viz Věta IX.19 ńıže).

• Jedno ze základńıch použit́ı matic je reprezentace lineárńıch zobrazeńı.
Komplexńı matice A ∈ MC(n × n) reprezentuje lineárńı zobrazeńı L :
Cn → Cn dané vzorcem L(x) = Ax pro x ∈ Cn.

Pokud λ ∈ C je vlastńı č́ıslo a x př́ıslušný vlastńı vektor, pak L(x) =
λx. Tedy na podporostoru linC{x} je zobrazeńı L velmi jednoduché –
každému vektoru přǐrad́ı jeho λ-násobek. Speciálně tento podprostor se
zobraźı sám do sebe (tedy je invariantńı pro L).

Toto je jedna z motivaćı pro studium vlastńıch č́ısel – jednodušš́ı vyjádřeńı
lineárńıho zobrazeńı. Vı́ce si o tom řekneme u Věty IX.20.

• Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice A.

Pokud je x vlastńım vektorem př́ıslušným λ, pak každý nenulový násobek
x je také vlastńım vektorem, protože

A(αx) = α(Ax) = α(λx) = λ(αx).
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Pokud x a y jsou vlastńı vektory př́ıslušné λ, pak

A(x + y) = Ax + Ay = λx + λy = λ(x + y).

Tedy, v př́ıpadě, že x + y 6= o, je x + y také vlastńı vektor.

Proto množina vlastńıch vektor̊u př́ıslušných k danému vlastńımu č́ıslu
λ je podprostorem Cn s vynechaným nulovým vektorem.

• Důkaz bodu (i) Věty IX.18:

Necht’ λ ∈ C. Pak plat́ı:

λ je vlastńı č́ıslo matice A~w� z definice vlastńıho č́ısla

∃x ∈ Cn \ {o} : Ax = λx~w� od obou stran odečteme Ax
∃x ∈ Cn \ {o} : λx− Ax = o~w� z vlastnost́ı maticového násobeńı

∃x ∈ Cn \ {o} : (λI− A)x = o~w� podle d̊usledku Věty IX.6

zobrazeńı reprezentované matićı
λI− A neńı prosté~w� podle Vět VI.19 a VI.15

Matice λI− A neńı regulárńı~w� podle Věty VI.11

det(λI− A) = 0

• Bod (ii) Věty IX.18 dokážeme indukćı z definice determinantu.

Nejprve dokážeme (taktéž indukćı) následuj́ıćı pomocné tvrzeńı:

Lemma: Necht’ A a B jsou čtvercové matice řádu n. Pak funkce
λ 7→ det(λA + B) je polynom stupně nejvýše n.

Důkaz indukćı:

Krok 1, n = 1: Necht’ A a B jsou řádu 1. Označme jejich jediné prvky
a a b. Pak

det(λA + B) = λa+ b,

což je polynom stupně nejvýše 1.
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Krok 2, n→ n+ 1: Předpokládejme, že trvrzeńı plat́ı pro matice řádu
n. Necht’ A = (aij) a B = (bij) jsou matice řádu n+ 1. Podle defi-
nice determinantu je:

det(λA + B) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1(λai1 + bi1) det(λA + B)i1

=
n+1∑
i=1

(−1)i+1 (λai1 + bi1)︸ ︷︷ ︸
polynom
stupně ≤1

det(λAi1 + Bi1)︸ ︷︷ ︸
polynom stupně ≤n

dle ind. předp.︸ ︷︷ ︸
polynom stupně ≤n+1

To dokončuje d̊ukaz indukčńıho kroku.

T́ım máme dokázáno pomocné tvrzeńı a můžeme provést vlastńı d̊ukaz
bodu (ii). Postupujeme opět indukćı.

Krok 1, n = 1: Necht’ A je řádu 1. Označme jej́ı jediný prvek a Pak

det(λI− A) = λ− a,

což je polynom stupně 1 s koeficientem 1 u λ1.

Krok 2, n→ n+ 1: Předpokládejme, že trvrzeńı plat́ı pro matice řádu
n. Necht’ A = (aij) je matice řádu n + 1. Podle definice determi-
nantu je:

det(λI− A) = (−1)1+1(λ− a11) det(λI− A)11

+
n+1∑
i=2

(−1)i+1ai1 det(λI− A)i1

= (λ− a11) · det(λI11 − A11)︸ ︷︷ ︸
polynom stupně n

s hlavńım koefic. 1
dle ind. předp.

n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1 det(λIi1 − Ai1)︸ ︷︷ ︸
polynom stupně ≤n

dle Lemmatu

.
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Uvědomme si, že I11 je jednotková matice řádu n.

Pokud polynom stupně n s koeficientem 1 u nejvyšš́ı mocniny
vynásob́ıme (λ− a11), dostaneme polynom stupně n+ 1 s koefici-
entem 1 u nejvyšš́ı mocniny. Pokud pak k němu přičteme polynom
stupně nejvýše n, výsledek bude opět polynom stupně n+ 1 s ko-
eficientem 1 u nejvyšš́ı mocniny.

To dokončuje d̊ukaz indukčńıho kroku, a tedy bodu (ii).

• Bod (iii) plyne z bodu (ii), protože polynom stupně n má nejvýše n
kořen̊u (viz Věta VIII.18 a následuj́ıćı poznámka).

• Polynom λ 7→ det(λI− A) se nazývá charakteristický polynom matice
A a v algebře hraje d̊uležitou roli.

Jeho kořeny jsou tedy vlastńı č́ısla matice A, přičemž násobnosti daného
kořenu se pak ř́ıká násobnost př́ıslušného vlastńıho č́ısla.

Necht’ λ1, . . . , λn jsou všechna vlastńı č́ısla, přičemž v tomto seznamu
se každé opakuje tolikrát, kolik je jeho násobnost.

Z Věty VIII.18 pak plyne, že

det(λI − A) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn).

Pokud dosad́ıme λ = 0, vid́ıme, že

det(−A)︸ ︷︷ ︸
(−1)n detA

= (−λ1)(−λ2) · · · (−λn),

tedy detA = λ1λ2 · · ·λn.

Neboli, součin vlastńıch č́ısel, pokud každé poč́ıtáme tolikrát, kolik je
jejich násobnost, je roven determinantu matice A.

Dále je vidět, že koeficient u λn−1 v charakteristickém polynomu je
roven

−(λ1 + · · ·+ λn).

Lze ukázat, že zároveň je roven

−(a11 + a22 + · · ·+ ann),

a to opět indukćı z definice determinantu. (Dělat to nebudeme, je třeba
postupovat trochu pečlivěji než výše.)
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Je tedy
λ1 + · · ·+ λn = a11 + a22 + · · ·+ ann.

• Př́ıklady:

1. Je-li A diagonálńı matice, pak vlastńı č́ısla jsou právě prvky na
diagonále.

2. Je-li A horńı nebo dolńı trojúhelńıková matice, vlastńı č́ısla jsou
rovněž právě prvky na diagonále.

3. Pokud A =

(
0 1
−1 0

)
, pak charakteristický polynom je det(λI −

A) = λ2 + 1. Máme tedy dvojici vlastńıch č́ısel i,−i.
Vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu i najdeme řešeńım sou-
stavy (

0 1
−1 0

)(
x
y

)
= i

(
x
y

)
,

neboli
y = ix

−x = iy

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı (to neńı překvapivé, i
je vlastńı č́ıslo), a to násobky vektoru [1, i]. Tedy všechny vlastńı
vektory jsou tvaru

c · [1, i], c ∈ C \ {0}.

Podobně, vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu −i najdeme
řešeńım soustavy (

0 1
−1 0

)(
x
y

)
= −i

(
x
y

)
,

neboli
y = −ix
−x = −iy

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı, a to násobky vektoru
[1,−i]. Tedy všechny vlastńı vektory jsou tvaru

c · [1,−i], c ∈ C \ {0}.
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Vlastńı č́ısla a symetrické matice:

• Třebaže i o obecné čtvercové matici jej́ı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
leccos vypov́ıdaj́ı, pro symetrické matice toho vypov́ıdaj́ı mnohem v́ıce.

Svědč́ı o tom hlavně Věta IX.20, která zhruba řečeno ř́ıká, že symetric-
kou matici lze zrekonstruovat, pokud známe jej́ı vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory.

Prvńım krokem je však Věta IX.19.

• Věta IX.19: Tato věta ř́ıká, že vlastńı č́ısla reálné symetrické matice jsou
reálná. To je rozd́ıl oproti obecné reálné matici (viz př́ıklad 3 výše).

Důkaz: Necht’ A je reálná symetrická matice a λ ∈ C je libovolné jej́ı
vlastńı č́ıslo. Necht’ x ∈ Cn je nějaký vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu
č́ıslu λ. To znamená, že x 6= o a Ax = λx.

Krok 1: λ je také vlastńı č́ıslo matice A a x je k němu př́ıslušný vlastńı
vektor.

Přitom aplikaćı komplexńıho sdružeńı na vektor (či obecněji na
matici) rozumı́me použit́ı komplexńıho sdružeńı na každou složku.

Protože A je reálná, z definice maticového násobeńı a z vlastnost́ı
komplexně sdružených č́ısel (viz odd́ıl VIII.4) plyne

Ax = Ax = Ax = λx = λx.

Prvńı rovnost plyne z toho, že A má reálné složky.

Druhá rovnost plyne z definice maticového násobeńı a vlastnost́ı
komplexńıho sdružeńı (viz odd́ıl VIII.4).

Třet́ı rovnost plyne z toho, že x je vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu
č́ıslu λ.

Posledńı rovnost plyne opět z vlastnost́ı komplexńıho sdružeńı.

T́ım je prvńı krok dokázán. Zat́ım jsme použili jen to, že A je
reálná matice, nikoli to, že je symetrická.
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Krok 2: Spočteme xTAx a xTAx:

V obou př́ıpadech je výsledek matice 1× 1, tedy č́ıslo. Výpočet:

xTAx = xT · λx = λ · xTx = λ
n∑
j=1

xj · xj = λ
n∑
j=1

|xj|2;

xTAx = xT · λx = λ · xTx = λ

n∑
j=1

xj · xj = λ

n∑
j=1

|xj|2.

V obou př́ıpadech prvńı rovnost plyne z toho, že x a x jsou vlastńı
vektory př́ıslušné k č́ısl̊um λ a λ. Zbylé rovnosti pak plynou z vlast-
nost́ı maticového násobeńı a z vlastnost́ı komplexńıho sdružeńı.

Krok 3: Dvě č́ısla spočtená v Kroku 2 jsou stejná.

Protože xTAx je č́ıslo, tj. matice 1× 1, je to symetrická matice.

Tedy

xTAx = (xTAx)T
V I.3
= xTAT (xT )T

AT=A
= xTAx.

Použili jsme vlastnosti transponovaných matic a symetrii matice
A.

Krok 4: Závěr:

Z Krok̊u 2 a 3 dostaneme

λ
n∑
j=1

|xj|2 = λ
n∑
j=1

|xj|2.

Protože x 6= o, je
∑n

j=1 |xj|2 > 0, a tedy t́ımto výrazem můžeme
rovnost vydělit.

Tak dostaneme λ = λ, tedy λ je reálné.

T́ım je d̊ukaz hotov.

• K pojmu ortogonálńı matice:

Reálná čtvercová matice Q řádu n je ortogonálńı, pokud QTQ = QQT =
I.
Ekvivalentně, pokud je to regulárńı matice a inverzńı matice se rovná
matici transponované (tj. Q−1 = QT ).
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Podle poznámky z odd́ılu VIII.2 (dokázané v odd́ılu VIII.5) stač́ı, aby
platila jedna z rovnost́ı QTQ = I nebo QQT = I. Druhá z rovnost́ı pak
automaticky plat́ı též.

Vysvětleme si ještě, proč se takové matici ř́ıká ortogonálńı:

Označme q1, . . . , qn sloupce matice Q.

Pak matice QT má řádky qT1 , . . . , q
T
n .

Součin QTQ má na mı́stě ij součin i-tého řádku matice QT a j-tého
sloupce matice Q, tj.

qTi qj =< qi, qj > .

Protože QTQ = I, dostáváme

< qi, qj >=

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j.

Tedy, s použit́ım terminologie z odd́ılu IX.3 má každý sloupec normu 1
(‖qi‖ = 1) a každé dva r̊uzné sloupce jsou na sebe kolmé (jiným slovem
ortogonálńı).

Tedy – ortogonálńı matice je taková, jej́ıž všechny sloupce maj́ı normu
1 a jsou na sebe navzájem kolmé.

Totéž plat́ı i pro řádky (použije se rovnost QQT = I).

• Věta IX.20 a jej́ı tvrzeńı:

Necht’ A je reálná symetrická matice řádu n. Z Věty IX.19 v́ıme, že jej́ı
vlastńı č́ısla jsou reálná.

Protože vlastńı č́ısla jsou kořeny charakteristického polynomu a ten má
stupeň n (Věta IX.18), je vlastńıch č́ısel n, pokud každé poč́ıtáme s jeho
násobnost́ı.

Necht’ tedy λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice A, přičemž každé se
opakuje v seznamu právě tolikrát, kolik je jeho násobnost.

Věta IX.20 ř́ıká, že pak existuje ortogonálńı matice Q, pro kterou plat́ı

A = Q


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

QT .
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Co tato rovnost ř́ıká: Protože Q je ortogonálńı, tj. matice Q a QT jsou
navzájem inverzńı, je tato rovnost ekvivalentńı rovnosti, která se z ńı
dostane vynásobeńım matićı Q zprava, tj.

AQ = Q


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Pokud sloupce matice Q označ́ıme q1, . . . , qn, pak součin na levé straně
je matice se sloupci Aq1, . . . ,Aqn a součin na pravé straně je matice se
sloupci λ1q1, . . . , λnqn.

To znamená, že Aqj = λjqj, neboli qj je vlastńı vektor př́ıslušný
vlastńımu č́ıslu λj.

• Poznámky k d̊ukazu Věty IX.20: Důkaz provádět nebudeme, nicméně
předchoźı analýza naznačuje, jak naj́ıt matici Q a t́ım větu dokázat:

Najdeme vlastńı č́ısla matice A a jim př́ıslušné vlastńı vektory. Z nich
jakožto sloupc̊u poskládáme matici Q. Jen muśıme zajistit, aby byla
ortogonálńı.

K tomu d̊uležitý krok je uvědomit si, že vlastńı vektory př́ıslušné dvěma
r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou kolmé. To je ovšem snadné pomoćı po-
stupu podobnému tomu použitému v d̊ukazu Věty IX.19:

Necht’ λ1 6= λ2 jsou dvě vlastńı č́ısla a x1,x2 jsou jim př́ıslušné vlastńı
vektory. Pak plat́ı:

xT2Ax1 = xT2 · λ1x1 = λ1 · xT2 x1 = λ1 < x1,x2 >,

xT1Ax2 = xT1 · λ2x2 = λ2 · xT1 x2 = λ2 < x1,x2 > .

Protože xT1Ax2 je matice typu 1× 1, je symetrická, a tedy

xT1Ax2 = (xT1Ax2)
T V I.3

= xT2AT (xT1 )T
AT=A

= xT2Ax1,

tedy
λ2 < x1,x2 >= λ1 < x1,x2 > .

Protože λ1 6= λ2, je < x1,x2 >= 0. A to je ono.

To ovšem neńı celý d̊ukaz věty, ještě je třeba ošetřit vlastńı vektory k
v́ıcenásobným vlastńım č́ısl̊um. To však dělat nebudeme.
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• Použit́ı Věty IX.20 pro reprezentaci lineárńıho zobrazeńı.

Jednou z aplikaćı matic je fakt, že reprezentuj́ı lineárńı zobrazeńı. Věta
IX.20 umožňuje zobrazeńı reprezentované symetrickou matićı vyjádřit
v jednoduchém tvaru.

Pokud stejně jako výše označ́ıme q1, . . . , qn sloupce matice Q, pak pro
každé x ∈ Rn plat́ı

Ax = Q


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

QT

=
(
q1 q2 . . . qn

)

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn



qT1
qT2
...
qTn

x

=
(
q1 q2 . . . qn

)

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn



qT1 x
qT2 x
...

qTnx



=
(
q1 q2 . . . qn

)

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn



< x, q1 >
< x, q2 >

...
< x, qn >



=
(
q1 q2 . . . qn

)

λ1 < x, q1 >
λ2 < x, q2 >

...
λn < x, qn >

 =
n∑
j=1

λj < x, qj > qj.

Tedy

Ax =
n∑
j=1

λj < x, qj > qj, x ∈ Rn.

• Použit́ı Věty IX.20 k výpočtu mocnin matice A:
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Pokud A je v tvaru z věty, pak pro každé k ∈ N máme

Ak = A · A · · ·A︸ ︷︷ ︸
k-krát

= Q

(
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... λn

)
QT ·Q︸ ︷︷ ︸

=I

(
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... λn

)
QT · · ·Q

(
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... λn

)
QT

︸ ︷︷ ︸
k-krát

= Q

(
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... λn

)k

QT = Q

 λk1 0 ... 0

0 λk2 ... 0

...
...
. . .

...
0 0 ... λkn

QT .

Odtud už snadno plyne, že pro každý polynom p(x) = amx
m+am−1x

m−1+
· · ·+ a1x+ a0 plat́ı

(p(A) =) amAm+am−1Am−1+· · ·+a1A+a0I = Q

 p(λ1) 0 ... 0
0 p(λ2) ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... p(λn)

QT .

• Množině všech vlastńıch č́ısel matice se ř́ıká spektrum matice a Větě
IX.20 se ř́ıká věta o spektrálńım rozkladu symetrické matice.

• Důsledek Věty IX.20: Protože matice Q je regulárńı, je povaha (defi-
nitnost) matice A stejná jako povaha (definitnost) diagonálńı matice,
která má na diagonále vlastńı č́ısla matice A. (Viz Věta IX.15 a jej́ı
d̊ukaz).

Proto je povaha (definitnost) matice A určena znaménky vlastńıch č́ısel
(d́ıky Větičce IX.11).
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