
XII. Diferenčńı rovnice

Definice. Necht’ k ∈ N.
(i) Lineárńı diferenčńı rovnićı k-tého řádu s konstantńımi koeficienty budeme

rozumět rovnici

(*) y(n+ k) + p1y(n+ k − 1) + · · ·+ pky(n) = an, n ∈ N,

kde neznámou je posloupnost {y(n)}∞n=1, přičemž p1, . . . , pk ∈ R, pk 6= 0,
a {an}

∞

n=1 je posloupnost reálných čísel.
(ii) Řešeńım rovnice (*) rozumı́me každou posloupnost reálných čísel

{y(n)}∞n=1 splňuj́ıćı (*) pro každé n ∈ N.
(iii) Pokud chceme, aby řešeńı rovnice (*) splňovalo podmı́nky

(**) y(1) = y1, . . . , y(k) = yk,

kde y1, . . . , yk ∈ R jsou dána (tzv. počátečńı podḿınky), pak hovoř́ıme o
počátečńı úloze. Řešením počáteční úlohy (*),(**) rozumı́me každou posloup-
nost reálných čísel {y(n)}∞n=1, která splňuje rovnosti (**) a také splňuje
(*) pro každé n ∈ N.
(iv) Pokud an = 0 pro každé n ∈ N, pak (*) má tvar

(***) y(n+ k) + p1y(n+ k − 1) + · · ·+ pky(n) = 0, n ∈ N,

kterážto rovnice se nazývá homogenńı.

Poznámka. Je možné uvedené rovnice zkoumat i v komplexním oboru.
Definice jsou analogické, jen místo reálných čísel se uvažují čísla kom-
plexní, neznámou je pak posloupnost komplexních čísel. Zřejmé analogie
Větičky 1 a Vět 2 a 3 platí i v komplexním oboru (se stejným důkazem).
Své analogie mají i Věty 4 a 5, ty jsou v komplexním oboru jednodušší.

Větička 1. Počátečńı úloha (*), (**) má právě jedno řešeńı.

Pozorování. Nechť k ∈ N, p1, . . . , pk ∈ R. Pak zobrazení L : s → s

definované předpisem

L ({y(n)}∞n=1) = {y(n+ k) + p1y(n+ k − 1) + · · ·+ pky(n)}
∞

n=1

je lineární.

Věta 2. Množina řešeńı homogenńı rovnice (***) tvoř́ı vektorový pod-
prostor dimenze k prostoru s.

Definice. Bázi prostoru řešeńı rovnice (***) se ř́ıká fundamentálńı systém
řešeńı rovnice (***).



Věta 3. Necht’ posloupnosti {y1(n)}∞n=1, {y
2(n)}∞n=1, . . . , {y

k(n)}∞n=1
tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı (***). Necht’ posloupnost {z(n)}∞n=1
řeš́ı (*). Potom posloupnost {y(n)}∞n=1 řeš́ı (*) právě když existuj́ı kon-
stanty c1, . . . , ck ∈ R takové, že

y(n) = z(n) + c1y
1(n) + · · ·+ cky

k(n)

pro každé n ∈ N.

Definice. Charakteristickým polynomem rovnice (*) budeme rozumět poly-
nom χ(λ) = λk + p1λ

k−1 + · · ·+ pk−1λ+ pk.

Věta 4. Necht’ λ1, . . . , λs jsou všechny navzájem r̊uzné reálné kořeny
charakteristického polynomu rovnice (*) s násobnostmi r1, . . . , rs. Necht’
ξ1, . . . , ξl jsou všechny navzájem r̊uzné komplexńı kořeny tohoto poly-
nomu s kladnou imaginárńı část́ı a násobnostmi q1, . . . , ql, přičemž pro
j = 1, . . . , n plat́ı ξj = µj(cos νj + i sin νj). Pak následuj́ıćı posloupnosti
tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice (***).
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Věta 5. Necht’ posloupnost {an}
∞

n=1 v rovnici (*) splňuje

an = αn(P (n) cos(νn) +Q(n) sin(νn)),

kde α > 0, ν ∈ R a P,Q jsou polynomy. Pak existuje řešeńı (*) ve tvaru

y(n) = αnnm(R(n) cos(νn) + S(n) sin(νn)),

kde R,S jsou vhodné polynomy stupně ne větš́ıho než je větš́ı ze stupň̊u
polynomů P,Q a m ∈ N∪{0} udává jakou násobnost má č́ıslo α(cos ν+
i sin ν) jakožto kořen charakteristického polynomu rovnice (*) (m = 0,
pokud toto č́ıslo kořenem neńı).

Poznámka. Pokud an = αnP (n), tj. pokud ν = 0, existuje řešení ve
tvaru y(n) = αnnmR(n).


