XVII.3 Soustavy linearnich rovnic
s konstantnimi koeficienty — metody reseni

Uvazujme soustavu
x' = Az + b(t),

kde A € M(n x n), b: (o, ) — R"™ je spojitd vektorova funkce a x
je neznama vektorova funkce. Takové soustavé rikame soustava linedrnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty.

Definice. A-matici typu m X n rozumime matici typu m x n, jejimiz prvky
jsou polynomy v proménné .
Radkovymi Gpravami \-matice rozumime
(a) prohozeni dvou Fadk,
(b) vynasobeni fadku nenulovou konstantou,
(c) pri¢teni P(A)-ndsobku jednoho fadku k jinému fadku, kde P(\)
je polynom v proménné .

Véta 9. Kazdou A-matici typu m X n Ize konec¢nou posloupnosti rad-
kovych tprav prevést na schodovitou.

Metoda Feseni homogenni soustavy x’ = Ax:

1. Napiseme si A-matici AT — A a tu radkovymi ipravami prevedeme
na schodovitou A-matici. Vyslednd matice bude horni trojihel-
nikova matice, bude mit tedy tvar

Pu(d) Pi() ... Pu(\)
0 Pu(\) ... P\
0 0 ... Pu()

Navic bude platit, Zze soucet stupni polynomil na diagonale (t;j.
polynomu Pyq, ... ,P,,) je roven n.

2. Vzniklou A matici prepiSeme opét na soustavu diferencialnich
rovnic. Nova soustava bude mit tvar

Pi(S)zy +P($)ze + ... +Pu($)z, =0

kde symbolem P(%)x rozumime funkei arz® + ap_12*—1 +
o4 a2 +agz, pokud P(A) = apA\F +ap_ 1 A 1+ a ) +ao.



3. Nova soustava ma stejnou mnozinu reseni jako vychozi soustava.
Vyftesime ji odzadu (tedy od n-té rovnice po prvni). Pritom
pouzivame metodu feseni linedrnich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty — hledani fundamentalniho systému a feSeni rovnic se
specialni pravou stranou.

Metody hledani partikularniho reseni:

e Variace konstant - pouzijeme Vétu 8.

e Je-li vektorova funkce b dostateéné hladka (napt. t¥idy C°°),
lze pouzit eliminaci pro nehomogenni rovnici: K A-matici A\ — A
pridame jesté sloupec pravych stran a upravujeme takto rozsire-
nou matici (Al — Alb(t)) typu n x (n + 1). Radkovymi tpravami
dojdeme k matici tvaru

Pu(d) P\ ... Pum(\) AN
0 Pp(\) ... P\ Fa(t N
0 0 . P fult )

Tuto matici prepiSeme opét jako soustavu diferencidlnich rovnic.
Levé strany budou mit stejny tvar jako v pripadé homogenni sous-
tavy. Funkce f;(t,\) v poslednim sloupci upravené matice maji
tvar

’
fi(t,A) = Z Xgji(t),
1=0

kde funkce g;; jsou né€jaké funkce tiidy C°. Nova soustava pak
bude mit tvar

Pll(%)xl +P12((%)332 4+ ... —I—Pln(%)xn :fl(t)
P22(%)x2 + ... +P2n(%)xn = 2(t>

kde f;(t) = S50 92 (2).

Nova soustava ma stejnou mnozinu feseni jako vychozi sous-
tava a opét ji fesime odzadu.



