
XVII.5 Stabilita stacionárńıch řešeńı autonomńıch soustav

Uvažujme soustavu

(*) x
′(t) = g(x(t)),

kde g je zobrazeńı tř́ıdy C1 definované na otevřené množině G ⊂ Rn

s hodnotami v Rn.

Definice. Řekneme, že a ∈ G je stacionárńı bod rovnice (*), jestliže
g(a) = o.

Definice. Řekneme, že stacionárńı bod a ∈ G rovnice (*) je

(i) stabilńı, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro
každé maximálńı řešeńı x rovnice (*) splňuj́ıćı ‖x(0)−a‖ < δ

plat́ı:
• x je definováno na otevřeném intervalu obsahuj́ıćım
interval 〈0,+∞);

• ‖x(t)− a‖ < ε pro všechna t ∈ 〈0,+∞);
(ii) nestabilńı, jestliže neńı stabilńı;
(iii) asymptoticky stabilńı, jestliže je stabilńı a existuje ∆ > 0

takové, že pro každé maximálńı řešeńı x rovnice (*) splňuj́ıćı
‖x(0)− a‖ < ∆ plat́ı lim

t→+∞

x(t) = a.

Věta 14. Necht’ A ∈ M(n× n).

(i) Stacionárńı bod o rovnice x′ = Ax je asymptoticky stabilńı,
právě když Reλ < 0 pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A.

(ii) Stacionárńı bod o rovnice x′ = Ax je stabilńı, právě když
pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A plat́ı bud’ Reλ < 0, nebo
Reλ = 0 a násobnost vlastńıho č́ısla λ je rovna n−h(λI−A).

Věta 15 (Ljapunovova věta). Necht’ a je stacionárńı bod rovnice
(*). Označme

A =

(

∂gi

∂xj

(a)

)

i=1..n

j=1..n

.

Pak plat́ı:

(i) Jestliže pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A plat́ı Reλ < 0
(tj. je-li o asymptoticky stabilńı pro x

′ = Ax), pak a je
asymptoticky stabilńı stacionárńı bod rovnice (*).

(ii) Jestliže alespoň jedno vlastńı č́ıslo matice A má kladnou
reálnou část, pak je a nestabilńı stacionárńı bod rovnice (*).


