
XVI.1 Lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty –
– struktura prostoru řešeńı

• Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu s konstantńımi koeficienty je
rovnice tvaru

(*) y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = f(t),

kde a0, . . . , an−1 ∈ R a f je funkce spojitá na daném intervalu
(a, b). Je-li funkce f nulová, mluv́ıme o homogenńı rovnici.

• Zobrazeńı L : y 7→ y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y je lineárńı
zobrazeńı prostoru Cn(a, b) do prostoru C(a, b).

Věta 1 (o existenci a jednoznačnosti řešeńı). Necht’ t0 ∈ (a, b) a
z0, . . . , zn−1 ∈ R. Pak existuje právě jedno maximálńı řešeńı y rovnice
(*), které splňuje podmı́nky

y(t0) = z0, y′(t0) = z1, . . . , y(n−1)(t0) = zn−1.

Toto řešeńı je nav́ıc definováno na celém intervalu (a, b).

Větička 2.

(i) Maximálńı řešeńı homogenńı rovnice jsou definována na celém R
a tvoř́ı vektorový podprostor prostoru Cn(R).

(ii) Necht’ yp je jedno řešeńı rovnice (*). Pak funkce y je jej́ım řešeńım,
právě když lze zapsat ve tvaru y = yp+yh, kde yh je vhodné řešeńı
homogenńı rovnice.

Věta 3. Dimenze vektorového prostoru všech maximálńıch řešeńı ho-
mogenńı rovnice je rovna n (tedy řádu rovnice).

Definice. Bázi prostoru maximálńıch řešeńı nazýváme fundamentálńı
systém řešeńı.

XVI.2 Tvar fundamentálńıho systému,
rovnice se speciálńı pravou stranou

Uvažujme rovnici

(**) y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0,

kde a0, . . . , an−1 ∈ R.

Definice. Charakteristickým polynomem rovnice (**) nazýváme polynom

χ(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0.



Věta 4 (o tvaru fundamentálńıho systému). Necht’ λ1, . . . , λk jsou
všechny r̊uzné reálné kořeny charakteristického polynomu χ s násobnostmi
s1, . . . , sk. Necht’ α1 + β1i, α1 − β1i, . . . , αl + βli, αl − βli jsou všechny
r̊uzné imaginárńı kořeny polynomu χ s násobnostmi u1, . . . , ul. Pak
systém

eλ1t, teλ1t, . . . ts1−1eλ1t,
...

eλkt, teλkt, . . . tsk−1eλkt,

eα1t cosβ1t, teα1t cosβ1t, . . . tu1−1eα1t cosβ1t,
eα1t sinβ1t, teα1t sin β1t, . . . tu1−1eα1t sin β1t,

...
eαlt cosβlt, teαlt cosβlt, . . . tul−1eαlt cosβlt,

eαlt sin βlt, teαlt sin βlt, . . . tul−1eαlt sin βlt

tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı rovnice (**).

Věta 5 (o rovnićıch se speciálńı pravou stranou). Uvažujme rovnici

(*) y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = f(t),

kde a0, . . . , an−1 ∈ R a

f(t) = eµt · (P (t) cos νt+Q(t) sin νt) ,

kde µ, ν ∈ R a P,Q jsou polynomy. Potom plat́ı:

(i) Jestliže č́ıslo µ + iν neńı kořenem charakteristického polynomu,
pak existuje řešeńı rovnice (*) tvaru

y0(t) = eµt · (R(t) cos νt+ S(t) sin νt) ,

kde R,S jsou polynomy, jejichž stupně jsou nejvýše rovny větš́ımu
ze stupň̊u polynomů P,Q.

(ii) Jestliže č́ıslo µ+ iν je kořenem charakteristického polynomu a má
násobnost m, pak existuje řešeńı rovnice (*) tvaru

y0(t) = tmeµt · (R(t) cos νt+ S(t) sin νt) ,

kde R,S jsou polynomy, jejichž stupně jsou nejvýše rovny větš́ımu
ze stupň̊u polynomů P,Q.


