XII. Diferené¢éni rovnice

Definice. Necht k € N.
(i) Linedrni diferentni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koeficienty budeme
rozumet rovnici

) yn+k)+pyn+k—1)+ -+ pry(n) = ay, n € N,

kde neznamou je posloupnost {y(n)}o ,, pficemz p1,...,pr € R, pr # 0,
a {a,}52, je posloupnost realnych cisel.

(ii) ReSenim rovnice (*) rozumime kazdou posloupnost realnych ¢isel
{y(n)}22; spliujici (*) pro kazdé n € N.

(iii) Pokud chceme, aby FeSeni rovnice (*) spliiovalo podminky

(*%) y(1) =y1, - y(k) = Y,

kde y1,...,yr € R jsou déna (tzv. potatetni podminky), pak hovofime o
potatetni loze. ReSenim po&atetni alohy (*),(**) rozumime kazdou posloup-
nost redlnych ¢isel {y(n)}52 , ktera spliiuje rovnosti (**) a také spliuje
(*) pro kazdé n € N.

(iv) Pokud a,, = 0 pro kazdé n € N, pak (*) ma tvar

(***) y(n+k)+py(n+k—1)+---+pry(n) =0, n € N,

kterazto rovnice se nazyva homogenni.

Poznamka. Je mozné uvedené rovnice zkoumat i v komplexnim oboru.
Definice jsou analogické, jen misto realnych cisel se uvazuji ¢isla kom-
plexni, neznamou je pak posloupnost komplexnich ¢isel. Zirejmé analogie
Véticky 1 a Vét 2 a 3 plati i v komplexnim oboru (se stejnym dikazem).
Své analogie maji i Véty 4 a 5, ty jsou v komplexnim oboru jednodussi.
Veéticka 1. Pocatecni uloha (*), (**) ma prdaveé jedno reseni.
Pozorovani. Necht k € N, pq,...,pr € R. Pak zobrazeni L : s — s
definované predpisem

L({y(m)}nz1) ={y(n+ k) +pry(n+k—1) + -+ pry(n) 1oL,

je linearni.

Véta 2. Mnozina feSeni homogenni rovnice (***) tvori vektorovy pod-

prostor dimenze k prostoru s.

Definice. Béazi prostoru feseni rovnice (***) se tikd fundamentalni systém
feseni rovnice (**%).



Véta 3. Necht posloupnosti {y*(n)}2, {y2(n)}>,, ..., {y¥(n)}>2,
tvori fundamentdlni systém feseni (***). Necht posloupnost {z(n)}%
resi (*). Potom posloupnost {y(n)}>° , resi (*) pravé kdyz existuji kon-

stanty c1,...,cr € R takové, zZe
y(n) = z(n) + 1y’ (n) + - + ey (n)

pro kazdé n € N.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (*) budeme rozumét poly-
nom x(A) = A +pi A1 b 1A+ e

Véta 4. Necht \q1,..., s jsou vSechny navzajem riizné realné koreny
charakteristického polynomu rovnice (*) s ndsobnostmi ry,...,rs. Necht
&1,...,& jsou vSechny navzajem riuzné komplexni koreny tohoto poly-
nomu s kladnou imaginarni ¢asti a nasobnostmi q1, ..., q;, pricemz pro
j=1,...,n plati §; = p;(cosv; + isinv;). Pak ndsledujici posloupnosti
tvori fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice (***).
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Véta 5. Necht posloupnost {a,,}52 ; v rovnici (*) spliuje
an, = a"(P(n)cos(vn) + Q(n)sin(vn)),
kde a > 0, v € R a P,(Q jsou polynomy. Pak existuje reseni (*) ve tvaru
y(n) = a"n™(R(n) cos(vn) + S(n) sin(vn)),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez je vétsi ze stupiiu
polynomii P,Q am € NU{0} uddva jakou nasobnost ma ¢islo a(cos v +
isinv) jakozto koren charakteristického polynomu rovnice (*) (m = 0,
pokud toto ¢islo kofenem neni).

Poznamka. Pokud a, = a"P(n), tj. pokud v = 0, existuje Feseni ve
tvaru y(n) = a"n™R(n).



