XVII.1 Soustavy diferencialnich rovnic — zaklady

Soustavou diferencidlnich rovnic prvniho fadu rozumime soustavu tvaru

r1(t) = fi(t, w1(t), 22(t), . .., wa(t)),
ry(t) = fa(t, w1(t), 22(1), . . ., 2a(t)),

(1)

l‘;l(t) - fn(t7x1(t)7$2(t)> R 7xn(t))a

kde f1,..., fn jsou dané funkce definované na jisté neprazdné oteviené
podmnoziné G C R x R".

Vektorovou funkci rozumime zobrazeni definované na podmnoziné R s
hodnotami v R"™ (n € N). Je-li  vektorovd funkce do R", mé n
slozek a lze psit @ = [r1,...,x,], kde x1,...,x, jsou redlné funkce
jedné proménné.

Derivovani a integrovani vektorovych funkci. Je-li « : (o, 5) — R", potom

' (t) = [21(), ..., 2, ()], tE€(apB);

/abac(s)ds: [/abm(s)ds,...,/abwn(s)dsl 7 a,b € (@ f),

pokud derivace, resp. integraly, jednotlivych slozek existuji.

Je-li vektorové zobrazeni f definované na podmnoziné R" s hodno-
tami v R", lze opét psat f = [f1,..., fn], kde f1,..., fn jsou funkce
definované na podmnoziné R™ — slozky zobrazeni f. Necht G C R™
je oteviend mnozina a f je zobrazeni G do R". Rekneme, ze f je
tiidy C! na G, jestlize f; € C'(G) pro kazdé i € {1,...,n}. Znaéime
f € CYG,R").

Vektorovy tvar soustavy (1):

(2) ' (t) = f(t, (),

kde médme x(t) = [z1(t), x2(t), ..., xn(t)],

a'(t) = [x1(t), w3(t), ..., 2, (¢)] a déle f = [f1, fa, ..., fu].

ReSenim soustavy (2) rozumime vektorovou funkci x definovanou na
otevieném neprazdném intervalu J C R s hodnotami v R" takovou,
ze pro kazdé t € J existuje vlastni derivace ’(t) a plati rovnost (2).
Maximalni fedeni soustavy (2) je takové feseni & definované na intervalu
J, které jiz nelze prodlouzit, tj. je-li y feSeni definované na intervalu
I,JC1Iay(t)==(t) pro kazdé t € J, pak J = I.

Potatetni dlohou pro (2) rozumime tlohu, kdy hleddme feseni x sous-
tavy (2) spliiujici navic pfedem zadanou podminku x(tg) = x°, kde
to,x°] € G (tzv. podtetni podminka).



Véticka 1 (ekvivalence diferencidlni a integralni rovnice). Necht G C
R xR" je oteviend mnozina a f : G — R"™ spojité vektorové zobrazeni (t;.
f1,. .., fn jsou spojité funkce). Necht (o, 3) C R, tg € (o, ), [to,x°] €
G. Vektorova funkce x : (o, 5) — R" je feSenim rovnice (2) s poc¢atecni
podminkou x(tg) = x°, pravé kdyz pro kazdé t € («, 3) splituje vztah

x(t) = 2° —l—/t f(s,x(s))ds.

Véta 2 (Peanova o existenci feseni). Necht G C R x R" je oteviend
neprazdnd mnozina, f : G — R je spojita (tj. fi,...,fn jsou spojité
funkce). Pak pro kazdy bod [to, xo] € G existuje maximalni reSeni rovnice
(2) splaujici x(tg) = xp.

Véta 3 (o existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht G C R x R" je
oteviena neprazdna mnozina, f : G — R"™ splnuje podminku:

Pro kazdé i € {1,...,n} plati, Ze f; je spojitda na G a jeji
3 parcialni derivace podle druhé, treti, ..., (n+1)-té proménné
jsou spojité na G.

Jestlize [to, £°] € G, potom existuje pravé jedno maximalni feSeni rovnice

(2) spliujici x(tg) = x°.



