Komentaf k oddilu XIV.2: Autonomni diferencialni rovnice

Obecné poznamky k autonomnim rovnicim a jejich vyznamu:

e Autonomni rovnice jsou rovnice tvaru

kde ¢ je readlna funkce spojitd na svém definicnim oboru. Jde tedy
o specialni ptipad rovnic se separovanymi proménnymi z piedchoziho
oddilu — funkce h je konstantni funkce rovna 1.

Autonomni rovnice se vyznacuji tim, ze se v nich nevyskytuje samo-
statné proménnd z (kterd obvykle oznacuje ¢as).

Modeluji tedy takové procesy, jejichz vyvoj zavisi pouze na okamzitém
stavu, nikoli pfimo na ¢ase. Pokud rovnice popisuje ¢asovy vyvoj veli¢iny
y, pak 1ika, ze rychlost zmény v ¢ase = (tj. v'(z)) se rovna g(y(x)), tj.
zavisi pouze na hodnoté y v case z.

e Dusledkem téchto vlastnosti je nasledujici pozorovani:

Je-li funkce y tesenim autonomni rovnice na intervalu (a,b) a ¢ €
R, pak funkce y(x) = y(x + ¢) je TeSenim téze rovnice na intervalu
(@ —ec,b—c).
Diukaz: Je ziejmé, ze funkce y je definovéna na intervalu (a — ¢, b — ¢).
Navic pro kazdé = € (a — ¢, b — ¢) plati

J(@)=y(@+c) 1=g(ylx+c) = gHx))
Prvni rovnost plyne z definice ¥ a z véty o derivaci slozené funkce.

Druha rovnost plyne z toho, ze funkce y je feSenim rovnice na intervalu
(a,b) a x + c € (a,b). Treti rovnost plyne opét z definice y.

e Véta XIV.1 a jeji dukaz:

Rozvinutim ivah z predchozich dvou bodu lze dokazat, ze kazdé reseni
autonomni rovnice je monoténni — tj. neklesajici nebo nerostouci.

Dokazme to tedy. Necht y je feseni vyse uvedené rovnice definované na
otevieném intervalu /. Protoze y je feSenim diferencidlni rovnice, ma v
kazdém bodé intervalu I vlastni derivaci. Diky vété o vztahu monotonie



a znaménka derivace stac{ dokdzat, ze bud y/(z) > 0 pro kazdé = € I
nebo y'(x) < 0 pro kazdé = € I.

To dokéazeme sporem. Predpokladejme, ze existuji dva body a,b € I,
pro které plati y'(a) > 0 a y'(b) < 0.
Pak ziejmé a # b. Navic plati y(a) # y(b). To proto, Ze y je feSenim
rovnice, a tedy

y(a) =g(y(a)) a y'(b)=g(yb)).

Kdyby totiz y(a) = y(b), pak by platilo i g(y(a)) = g(y(b)), a tedy
y'(a) = y/(b). To je ovsem spor s tim, ze jedna z hodnot je kladna a
druha zaporna.

Mame tedy a # b a y(a) # y(b). Tedy a < b nebo a > b a také
y(a) < y(b) nebo y(a) > y(b). To jsou celkem ¢tyfi moznosti.
Proberme nejprve jednu z nich - predpokladejme, ze a < b a y(a) <
y(b). Tlustrujeme situaci i na obrazku.
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Definujme

c=inf{lrel:x>aay(x)=y(b)}.

Mnozina na pravé strané je neprazdnd (obsahuje b) a zdola omezend
(¢islem a), proto infimum existuje. Navic ze spojitosti funkce y snadno
plyne, ze y(c) = y(b), specialné ¢ € (a,b).

Pak

Proto existuje § > 0, ze
Ve e (c—d,¢):y(z) >ylc) a Vae (c,c+90):ylx) <ylc).
Zvolme d € (¢ — 4, ¢) libovolné. Pak y(d) > y(c) = y(b) > y(a).

Tedy z Bolzanovy véty o nabyvani mezihodnot plyne, Ze existuje x €
(a,d), pro kterou plati y(x) = y(b). Protoze z < ¢, je to spor s volbou
¢ jakozto infima.



Zbylé tii pripady se dokézou analogicky s patficnymi upravami. Pokud
a <bay(a) > y(b), pak definujeme

c=sup{zxel:xz<bay(zx)=yla)}

Pak ¢ € (a,b), y(c) = y(a) a y'(c) = y'(a) > 0.

Proto existuje 0 > 0, ze
Ve e (c—d,¢):y(x) <ylc) a Vre (c,e+9):ylx)>y(c).

Zvolme d € (c,c+ 6) libovolné. Pak y(d) > y(c) = y(a) > y(b).

Tedy z Bolzanovy véty o nabyvani mezihodnot plyne, Ze existuje x €
(d,b), pro kterou plati y(x) = y(a). Protoze x > ¢, je to spor s volbou
¢ jakozto suprema.

[lustruje to opét obrazek.
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Dva piipady, v nichz a > b jiz zkoumat nebudememe, jsou zcela analo-
gické.

O feSeni autonomnich rovnic a Véticce XIV.2:

e Jak jsme poznamenali vyse, autonomni rovnice jsou specialnim piipadem
rovnic se separovanymi proménnymi. Proto pro jejich feseni lze pouzit
tutéz metodu.

Protoze funkce h je konstantné rovna jedné, je postup v tomto pripadé
jednodussi. Projdéme si ho:

Krok 1: V tomto kroku mame jediny interval, a to R.

Krok 2: Stacionarni reSeni budou definovéna na R.

Krok 3: Uréime maximalni oteviené intervaly, na nichz je funkce g spojita
a nenulova.



Krok 4: Vezmeme interval J z tietiho kroku a hleddme feSeni s hodnotami
v intervalu J. Opét G bud’ primitivni funkce k %. Pak pro takova
reSeni plati

dee R:G(y(z)) =z +c.

Krok 5: Mame interval J jako ve ¢tvrtém kroku a konstantu c. Spocteme
G(J), obraz intervalu J pii funkci G. To je otevieny interval.
Pokud G(J) = («, B), pak dostaneme feseni

y(x) =Gz +c), z€(a—cB—c).
Krok 6: Nalepujeme, pokud je to tfeba.

e Véticka XIV.2 a jeji dukaz:
Podrobnéjsi analyzou patého kroku dostaneme dukaz Véticky 2. Pred-
poklddejme, ze J = (a,b). Funkce g je na (a,b) spojitd a nenulova, tedy
bud kladné nebo zdporna.
Predpokladejme, ze g je kladnd na (a,b). Pak i é je kladn4, a tedy jeji
primitivni funkce G je rostouci. Proto G((a,b)) = («a, ), kde
a=lim G(t) a f= lim G(t).
t—b—

t—a+

Jednotlivé body Véticky XIV.2 charakterizuji situace, kdy tyto limity
jsou vlastni ¢i nevlastni pomoci konvergence zobecnéného Riemannova
integralu.

Zvolme libovolné ¢ € (a,b). Potom pro zobecnény Riemannuv integrél
plati

/C L1612 = G(e) - 1im G(t) = G(e) — o,

g t—a+
tedy
‘1
aceR & / — konverguje
a 9
a
/ ‘1 .
a=-0 & — diverguje.
a 9
Podobné

b
/ é =[Gt = Tim G(t) — G(c) = B — G(e),

t—b—
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tedy
1
geR <:>/ — konverguje
c 9

b
1

B =400 & / — diverguje.
c 9

Pokud si uvédomime, ze teseni z patého kroku jsou definovany na in-
tervalech tvaru (a—c, 8—c), z uvedenych vypoctu plyne dukaz Véticky
XIV.2.

Pokud je funkce g na intervalu (a,b) zapornd, je situace analogickd,
ale vyzaduje modifikaci. I funkce é je pak zdpornd, a tedy primitivni
funkce G je klesajici.

Proto v tomto piipadé plati G((a,b)) = («, 5), kde
a=lim G(t) a p= lim G(t).

t—b— t—a+

Analogicky jako v kladném piipadé se dokaze modifikovand Véticka
XIV.2. Modifikace spoc¢iva v tom, ze v bodé (b) jsou feseni definovana
na intervalech tvaru (7', 400) a v bodé (¢) na intervalech tvaru (—oo, T').

Pokud g je kladnd na (a,b) a nastane piipad (a) nebo (b) a navic
g(b) = 0 (tj. b je stacionarni teSeni), pak lze feseni y prodlouzit doprava
stacionarnim fesenim b.

Pripomenme totiz, ze feseni y ma tvar
y(x) =Gz +c¢), z€(a—cpB—c).
Za nasich predpokladi je g € R, tedy i § — ¢ € R. Navic

lim y(z)= lim G '(z+c¢)= lim G '(z) =0
z—fB—c— z—fF—c— z—[—
Druhd rovnost plyne z véty o limité slozené funkce (s podminkou (P),
vnitini funkce je rostouci). Treti rovnost plyne z toho, ze G je spojita a
rostouci na intervalu (a,b), a tedy G~1 je spojité a rostouci na intervalu

G((a,b)) = (o, 8) (a G ((e, B)) = (a,]).

Proto jsou splnény podminky pro nalepovani.



e Pokud g je kladnd na (a,b) a nastane piipad (a) nebo (¢) a navic
g(a) = 0 (tj. a je stacionarni feseni), pak lze feseni y prodlouzit doleva
stacionarnim feSenim a.

Zcela stejné jako v predchozim bodé se totiz ovéri, ze a € R, a spocita

z%lgil&# y(ZL’) -

e Pokud g je zaporna, funguje nalepovani podobné, jen ,na druhou stranu‘.
Pokud nastane piipad (a) nebo (b) a navic g(b) = 0, lze feseni prod-
louzit doleva stacionarnim fesenim b.

Pokud nastane piipad (a) nebo (¢) a navic g(a) = 0, lze feseni prod-
louzit doprava stacionarnim fesenim a.

Ke konvergenci zobecnéného Riemannova integralu:

e Abychom mohli aplikovat Véticku XIV.2, potiebujeme néjaké metody
vysetfovani konvergence zobecnéného Riemannova integralu.

K tomu existuje matematicka teorie v urc¢itych rysech ptipominajici
teorii konvergence nekonec¢nych rad.

Nebudeme budovat celou teorii, ale zformulujeme a dokdzeme nékolik
vysledku, které se budou hodit pii vySetfovani nékolika typu auto-
nomnich rovnic.

e Véta XIV.3 a jeji dukaz:
Tato véta se zabyva situaci, kdy funkce g je spojitd a kladna na in-
tervalu (a,b), kde a,b € R, a dava urcitd kritéria pro konvergenci
zobecnéného Riemannova integralu fab é. Protoze funkce é je spojita a
kladné na (a,b), zélezi na chovani funkce é v levém prstencovém okoli

bodu b.

Probereme jednotlivé body:

(1) Predpoklddejme, ze funkce g méa v bodé b zleva nenulovou limitu.
Pak funkce é ma v bodeé b zleva vlastni limitu, specidlné je omezena
na intervalu (a, b). To znamend, Ze existuje ¢ > 0 spliujici

1

Vo € (a,b): 0 < — <c.
(@.5) 9(x)



Proto

O</—</ c(b—a),

proto f L konverguje.

(Pouzwame fakt, ze spojita nezdporna funkce na otevieném inter-
valu ma zobecnény Riemannuv integral. To plyne snadno z toho,
ze spojita funkce na uzavieném intervalu ma Riemannuv integral,
s pouzitim definice zobecnéného Riemannova integrdlu a véty o
limité monoténni funkce. Viz téz Cviceni 4 z dopliujicich cviceni

k oddilum VIIL.3 a VIIL.5.)

Pokud a < 1, pak zobecnén}'f Riemannuv integral fol x% dx kon-

verguje. Tedy i integral f (b — dx konverguje.

Pokud existuje nenulova hmlta L =lim,_,_ ﬁ, pak

je vlastni.

-

Proto je funkce 22— omezend na intervalu (a,b). Tj.

(b—z)™
¢ > 0 splnujici

neboli

Tedy

b1 |
og/ —§c~/ o
a 9 a(b_'r)a

Protoze integral napravo konverguje, konverguje i f; é.

existuje

(3) Predpokladejme, ze g(b) = 0 a ¢’ (b) existuje vlastni. Protoze

g9(z) —|g(b)|~° g(x)
, Y




znamend predpoklad, ze existuje vlastni limita

lim 9() )
z—=b— T — b

Funkce % je spojitd a zdpornd na (a,b). Protoze m4a vlastni li-

mitu, je také omezend na (a,b). Tedy existuje ¢ > 0 splaujici

‘v’x€<a,b):0§bg(_$)x§c,
po upraveé
Vr € (a,b): 0 < L < ¢
x € (a,b): g
Tedy
b b
dr < -
/ab—x x_/ag
=+o00

z ¢eho? jiz snadno plyne, Ze fabé diverguje.

e Analogie Véty XIV.3 plati pro funkce spojité na a kladné na intervalu
(b,a), kde a,b € R. V bodech (1) a (2) se uvazuji limity v bodé b
zprava, v bodé (3) se uvazuje ¢’ (b).

e Vétu XIV.3 lze aplikovat i pro zdporné funkce — je-li g zédporna, je
mozné uvazovat misto ni kladnou funkci —g.

e Véta XIV.4 a jeji dukaz:

Tato véta se zabyva funkcemi, které jsou spojité a kladné na intervalu
(a,+00, kde a € R. Dava ngjaka kritéria pro konvergenci integrélu

00 1
fa 5
Probereme oba body:
(1) Nechf a > 1. Pak [;" L dz konverguje.
Pokud existuje nenulova limita L = lim, %, pak
1
9(z) . ¢ 1
lim 2% — lim T =

255 Foo g%a v=too g(z) L




je vlastni.

Podle véty o limité a nerovnostech existuje k£ > 0, ze

Vm>k:0§g$)gz—|—1,
neboli
Ve >k:0< L < 1+1
I [ J— E—
~g(x) =\ L e
Tedy
oo 1 teo g
0< -<|+=+1 — dx.
k9 L koo

Protoze integral vpravo konverguje, konverguje i fk+oo é, tedy i
[
a g’

(2) Necht existuje vlastn{ limita

L= tim 9%
rx—+oco X

Podle véty o limité a nerovnostech existuje k& > 0, ze

v:c>k:0§M§L+1.
T
Po upravée
1 L+1
Vo> ko< - <22
r = g(x)
tedy
T *L4+1
/ —dxg/ ;
k T k g
——

=—+00
7Z toho je vidét, ze fl:roo é diverguje, a tedy i f;roo % diverguje.

e Analogie Véty XIV.4 plati pro funkce spojité na a kladné na intervalu
(—o00,a), kde a,b € R. V obou bodech se uvazujf limity v —oo.

o Vétu XIV 4 lze aplikovat i pro zdporné funkce — je-li g zédporna, je
mozné uvazovat misto ni kladnou funkci —g.
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K poslednimu dusledku:

e Pokud zp € R a yy patii do definicniho oboru funkce g, pak existuje
feseni y vyse uvedené rovnice, které spliuje y(xo) = yo.
Pokud ¢(yo) = 0, pak za y lze vzit staciondrni feseni konstantné rovné
Yo-
Pokud ¢(yo) # 0, pak yo patii do néjakého intervalu z tietitho kroku.
Necht je to interval (a,b).
Diky ¢tvrtému kroku vime, ze feSeni s hodnotami ve ¢tvrtém kroku
splnuji

Gly(x))=xz+c

pro néjakou konstantu ¢ € R. Zvolime-li

¢ = G(yo) — o,
pak Teseni tvaru
y(x) = G~ (z + G(yo) — o)
splnuje podminku y(zg) = yo.
Toto Feseni je definovano na intervalu (o — G(yo) + xo, 5 — G(yo) + o),
kde (a, 8) = G((a,b)).
Pokud neni maximalni, lze ho prodlouzit na maximalni pomoci sta-
cionarnich feseni.
e V ptedchozim bodé jsme ukéazali, ze existuje maximalni feSeni spliujici
y(zo) = yo. Takové feseni nemusi byt jediné.

Ale z metody feSeni plyne, ze jediny zpusob, jak muze nastat nejed-
noznacnost, je prostfednictvnim nalepovani v hodnoté stacionarniho
reseni.

Pokud vsak funkce g mé v kazdém bodé vlastni derivaci (stacily by
vlastni jednostranné derivace v nulovych bodech), z Véty XIV.3(3) a z
Véticky XIV.2 plyne, Ze nalepovat nelze.

Podrobnéji: Necht g je kladnd a spojitd na (a,b) a g(b) = 0. Zvolme
c € (a,b).

Protoze existuje vlastni derivace ¢’ (b), podle Véty XIV.3(3) [ ’

L d4i-
. C g
verguje.
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Z Veéticky XIV.2 pak plyne, ze feSeni s hodnotami v (a,b) jsou defi-
novana na shora neomezeném intervalu (a ma v +oo limitu b). Proto
stacionarni feSeni b nalepit nelze.

Zbylé pripady se dokdzou obdobné.
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