Komentar ke Kapitole XII — Diferenc¢ni rovnice:

Motivace a néjaké priklady:

e Diferencni rovnice je rovnice, v niz neznamou je posloupnost realnych
cisel.
Takova posloupnost muze vyjadiovat vyvoj néjaké veliciny v ¢ase, a to
v case diskrétnim (tj. v ur¢itych zvolenych ¢asovych intervalech — tfeba
po dnech nebo tydnech).

Rovnice pak muze zachycovat zakonitosti vyvoje ptislusné veliciny.

e Ukazme néjaké piiklady diferencnich rovnic, véetné ilustrace, jak mo-
hou vznikat matematické modely priddnim zjednodusujicich predpokladu.

1. Chov kraliku podle Fibonacciho:
Modelujme chov krélikt za nasledujicich predpokladi:

— Na zacatku zakoupime novorozeny par kraliku.
— Kazdy par kralika, ktery je starsi nez jeden mésic, zplodi
kazdy meésic jeden par kraliku.
— Krélici neumiraji.
Ozna¢me a, pocet paru kralikt, které budeme mit na pocatku
n-tého mésice.
Pak plati:
(a) a3 =1 (to plyne z prvniho predpokladu).
(b) az =1 (dle druhého ptredpokladu novorozeny par nemd hned
mladé).
(c) Pro kazdé n € N plati a,19 = apy1 + ay.
To plyne z druhého a tretiho predpokladu — pocet paru kraliku
na zacatku (n + 2)-tého meésice se rovna poctu paru kraliku
na zacatku predchoziho mésice (krélici neumiraji, a tak jich
neubyva) plus pocet paru nové narozenych kraliku (ten se
rovna poctu paru kraliku starsich nez meésic, podle druhého
predpokladu).

Takto dostavame diferencni rovnici tvaru a,io = ap41 + ay S
pocateéni podminkou a1 = 1, ap = 1.



2. Modifikovany chov kraliku:
Ptredpokladejme o krélicich vsechno tak, jako v predchozim mo-

delu. Navic ovsem predpokladejme, ze kraliky ve véku 7 mésicu
proddame (nebo snime).
V tom piipadé je jejich pocet popsan vztahem

Qnt7 = Qpye + Apiys — Qn.
To je opét diferencni rovnice. Poc¢atecni podminky v tomto pripadé
budou

a1 =1,as=1,a3 =2,a4 = 3,a5 =5,a¢ = 8,a7 = 13.

3. Modifikovany chov kraliku se zapoc¢tenim odvodu:
Predpokladejme o krélicich vsechno tak, jako v predchozim mo-
delu. Navic predpokladejme, ze kazdy mésic poc¢inaje osmym mésicem
musime 5 paru kraliku odevzdat jako dan vrchnosti.
V tom piipadé je jejich pocet popsan diferen¢ni rovnici

Ap+7 = Qp+6 + Ap4s5 — Ap — 57
pocateéni podminky budou stejné jako v predchozim piipadé.
K definicim zakladnim pojmu:
e Diferencni rovnice, kterymi se budeme zabyvat, jsou linearni diferenéni

rovnice s konstantnimi koeficienty.

Obecny tvar takové rovnice je
yin+k)+pyn+k—1)+ - +pyn)=a,, neN. (x)

Ptitom py, ..., pr € R jsou dané koeficienty (jde o ¢isla, tedy konstanty,

proto ,s konstantnimi koeficienty“). Navic musi platit py # 0.

Cislo k € N se nazyvé dd rovnice.

Déle, {a,} je dand posloupnost redlnych ¢isel (,prava strana®).

Pokud je posloupnost {a,} konstantni nulova posloupnost, jde o ho-
mogenni rovnici.

Rovnice z prikladu 1 je homogenni rovnice druhého radu, rovnice z
prikladu 2 je homogenni rovnice sedmého fadu a rovnice z prikladu 3
je nehomogenni rovnice sedmého radu.



e Resenfm rovnice (%) je kazdd posloupnost, kterd po dosazeni rovnici
splnuje. Neboli, posloupnost {y(n)}>2, je fesenim rovnice (*), pokud

VneN:ymn+k)+pyn+k—1)+ -+ py(n) = a,.

e K diferen¢ni rovnici se casto pridavaji poc¢atecni podminky, tj. pozadavek,
jaky ma byt zacatek posloupnosti, kterd je fesenim. Pro rovnici k-tého
radu se predepisuje prvnich k ¢lent posloupnosti.

Uloha nalézt feseni diferenéni rovnice, které spliuje po¢atecni podminky,
se nazyva ,,poc¢atecni tloha..

Ke struktuife mnoziny reSeni:

e Véticka XII.1 a jeji dukaz:

Tvrzenim Véticky XII.1 je, ze kazda pocatecni tloha mé pravé jedno
feseni.

Tedy, mame-li diferen¢ni rovnici k-tého tadu (ve tvaru (x)) a navic
méame zadany poc¢ateéni podminky (tj. prvnich k£ hodnot posloupnosti),
pak existuje pravé jedno teSeni prislusné pocateéni ulohy (tj. pravé
jedna posloupnost, ktera spliuje rovnici a jejichz prvnich £ hodnot
jsou praveé zadané pocatecni podminky).

Pritom dukaz Véticky XII.1 je zfejmy:
Pocatecni podminky tikaji, jak musi vypadat prvnich & ¢lenu posloup-
nosti.

Samotna rovnice pak dava vzorec pro vypocet dalsiho ¢lenu posloup-
nosti na zakladé predchozich & ¢lenu:

yin+k)=—-pyn+k—-1)—...—py(n) +a,, neN.

Je tedy opravu ziejmé, ze Feseni existuje (predchozi dva odstavce dévaji
navod, jak ho najit) a ze je jediné (jind moznost, nez pouzit postup z
predchozich dvou odstavcu, nenf).

e Souvisejici linearni zobrazeni:

Diferencni rovnice, kterymi se zabyvame, jsou mj. ,linedarni“. To zna-
mena, ze jsou formulovany pomoci jistého linedrniho zobrazeni, a lze
tedy pouzit teorii z oddilu IX.2.



Konkrétné, zobrazeni dané vzorcem

L{y(n)};2) = {y(nt+k)+pry(nth=1)+-+pry(n) 1,2, {u(n)}ai, €5,

je linearni zobrazeni prostoru s do prostoru s.

Pripomenme, Ze linearita zobrazeni L znamena, ze jsou splnény podminky

= Wy(n) iz, {z(n)}os, €5
L{y(n)}z: +{z(n)152)) = LH{y(n) };20) + L{z(n)13L,);
- Yy it € sVa e R Lia-{y(n)};L)) = a- L{y(n)}52,).

Platnost obou podminek je viceméneé ziejma. Jako ilustraci si napiSeme
podrobné ovéreni prvni podminky:

L{y(m) oy +{z(n)}21) = L{y(n) + 2(n) i)
={y(n+k)+z(n+k)+pi(y(n+k—1)+2(n+k—1))
+ -+ pe(y(n) + 2(n) 1ol
={y(n+Ek)+z2(n+k)+pyln+k—1)+pz(n+k—-1)
+ - pey(n) + pez(n) bl
={y(n+k)+pyn+k—1)+- - +py(n) i,
+{z(n+k)+przin+k—1)+ - +ppz(n)}o2,

= L({y(n)}320) + L{z(n)}20)-

Oveéreni druhé podminky je zcela analogické.

Véta XI1.2 a jeji dukaz:

Tato véta tika, jak vypada mnozina feSeni homogenni rovnice. Tvrzeni
ma dveé casti, stejné jako dukaz.

Prvni cast: Mnozina vsech feSeni homogenni rovnice je vektorovy
podprostor prostoru s.
To plyne z toho, ze mnozina vSech TeSeni homogenni rovnice je
vlastné jadro vyse uvedeného linedrniho zobrazeni L.
Z Véty IX.5 pritom vime, zZe jadro linedarniho zobrazeni je vzdy
vektorovy podprostor.



Druha ¢ast: Dimenze prostoru feSeni homogenni rovnice je rovna k
(tj. fadu rovnice).

Abychom ukézali, ze dimenze je rovna k, najdeme bazi, kterd ma
k prvki. K tomu pouzijeme Véticku XII.1.

Dukaz rozdélime do tif kroku:

Krok 1:

Krok 2:

Volba prvku béze.

Podle Véticky XII.1 existuji posloupnosti {y*(n)}>° ;, {y?*(n)
{yF(n)}ee,, které jsou feSenfm homogenni rovnice a navic
spliuji poc¢ateéni podminky

o

yi (1) =1, v*2)=0, v'3)=0, ... y'(k)=0,
(1) =0, y*(2)=1, ¥*3)=0, ... y’(k)=0,
(1) =0, v*(2)=0, *3)=1, ... y’(k)=0,
y’“(l)'Z : yk(2).=0, y*(3) =0, y’“@Z 1

Tj. napiiklad posloupnost {y'(n)}32; m4 na prvnim misté
¢islo 1 a na mistech 2 az k ¢islo 0, posloupnost {y*(n)}>2,
ma na tfetim misté ¢islo 1, na ostatnich mistech az do k-tého
mista ma nuly atd.

Ukéazeme, ze téchto k& posloupnosti tvori bazi prostoru reseni.
Posloupnosti {y*(n) 22, {y2(n)}5°,,. .., {y*(n)}>, jsou linedrné
nezavislé.

Uvazme linearni kombinaci téchto posloupnosti, ktera je rovna
nulovému vektoru (tj. konstantni nulové posloupnosti).

Neboli, méjme cisla aq, as, ..., ay takova, ze

ar{y' (n) 1ol + oo {y? (M) 12y + - + oy () 1oy = {0372,
Toto znamen4, ze
Vn € N :aqy'(n) + aoy®(n) + - - + agy¥(n) = 0.

Specidlné, pokud tuto rovnost aplikujeme postupné na n =
1,2,...,k, s pouzitim pocatecnich podminek dostaneme

a; =0,a0=0,...,a5 = 0.

Tedy ona linearni kombinace musi byt trivialni, coz dokoncuje
dukaz linearni nezavislosti.

n=17 *"



Krok 3: Kazdé feseni homogenni rovnice lze vyjadrit jako linedrni kom-
binaci posloupnosti {y!(n)}22,, {y2(m)} .., {5*(n) )32
Necht {z(n)}>2, je libovolné feseni homogenni rovnice.
Uvazme posloupnost

{w(n) 12, = 2(D)-{y' (M)}l +2(2) {y* () 1l +2(k){y" () 1oLy,

tj. posloupnost, ktera je linedrni kombinac{ posloupnosti {y*(n)}°,,

{y2(n)}oe ..., {y*(n)}>2, s koeficienty z(1),2(2),..., z(k).
Protoze posloupnosti {y'(n)}>,, {y*(n)}>2,,. .., {v*(n)}>,
jsou fesenim homogenni rovnice a mnozina vSech feseni ho-
mogenni rovnice tvori vektorovy podprostor, je i posloupnost
{w(n)} tesenim homogenni rovnice (jakozto linedrni kombi-
nace feseni).

Navic, kdyz uvazime pocatecni podminky, které splnuji reseni

{yt(n)}ee,, {v2(n) o, .., {yF(n)}ee,, vidime, Ze
w(l) =2z(1),w(2) = 2(2),...,w(k) = z(k).

Nyni si uvédomme, ze posloupnosti {w(n)}>2, a {z(n)}>2,
jsou obé fesenim homogenni rovnice a navic spliuji stejné
pocateéni podminky.

7 Veticky XII.1 nyni plyne, ze se tato feSeni rovnaji, neboli

{w(n)}izs = {z(n) 172y, tedy
{z()}2s = 24y ()} +2(2) -y () 1l +2(k)-{y* (n) 172,

Tedy teseni {z(n)}>2; lze vyjadiit jako linedrni kombinaci
posloupnostf {y'(n)}72,, {2 ()}l -, {¥*(n) 1.
To dokoncuje dukaz.

e 7 Veéty XII.2 vime, ze mnozina vSech feSeni homogenni rovnice je vek-
torovy podprostor dimenze k. Abychom tedy popsali vsechna feseni
homogenni rovnice, staci najit bazi prostoru reseni.

Takové bazi se pak fika ,fundamentalni systém feseni homogenni rov-
nice*.

e Véta XII.3 a jeji dukaz:
Tato véta je dusledkem Veéty IX.6:
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Pokud totiz {z(n)}>2, je néjaké feseni nehomogenni rovnice (x), pak
podle Véty IX.6 je mnozina vSech feSeni rovna

{z(n) 1ol + {wn) ol {wn) ), € ker L}

={{z(n)}r+H{wn) 2, {w(n)}o, je fesenim homogenni rovnice}.

A protoze fesenim homogenni rovnice jsou pravé linearni kombinace
fundamentalniho systému, dostavame, ze kazdé feSeni je praveé ve tvaru
uvedeném ve znéni véty.

e Kombinace predchozich vét dava standardni postup feseni linedrnich
diferen¢nich rovnic:

Krok 1: Najdeme vSechna feseni homogenni rovnice. Pro ten ti¢el najdeme
fundamentalni systém, tj. néjakou bazi prostoru reseni.

Krok 2: Najdeme jedno feSeni nehomogenni rovnice.

Krok 3: Kazdé teseni nehomogenni rovnice lze pak vyjadrit jako soucet
onoho fTeseni z Kroku 2 a néjaké linearni kombinace prvku funda-
mentalniho systému z Kroku 1.

Abychom toto teoretické schéma mohli vyuzit v praktickych vypoctech,
potfebujeme néjaké metody hledani fundamentalniho systému a néjaké
metody, jak nalézt aspon jedno feseni nehomogenni rovnice. Tyto me-
tody jsou obsahem Vét XII.4 a XIL.5.

e Poznamka o komplexni verzi:

Zabyvame se diferen¢nimi rovnicemi v realném oboru (koeficienty p1, . . ., p
jsou redlné, prava strana {a,} je posloupnost redlnych ¢isel, jako feseni
hleddme posloupnost redlnych ¢isel).

Bylo by mozné ovsem uvazovat diferen¢ni rovnice i v komplexnim oboru
(koeficienty py, ..., pr by mohly byt komplexni, prava strana {a,} by
byla posloupnost komplexnich ¢isel, jako feseni bychom hledali posloup-
nost komplexnich ¢isel).

V tom pripadé by Veéticka XII.1, Véta XII.2 a Véta XII.3 platily téz
(se ziejmymi modifikacemi — napiiklad ve Véte XII1.2 by slo o podpro-
stor prostoru sc posloupnosti komplexnich ¢isel nebo ve Vété XI1.3 by
konstanty c1, ..., ¢, byly komplexni). Dukazy jsou zcela stejné jako pro
realny pripad.



K Vveéte XII1.4:
e Tato véta obsahuje konkrétni popis jednoho mozného fundamentalniho
systému homogenni rovnice.

Podrobny dukaz provadét nebudeme. Sestava se z nékolika kroku:

— Vsechny uvedené posloupnosti jsou fesenim homogenni rovnice.
Tuto ¢ast naznacime nize.

— Uvedené posloupnosti jsou linedrné nezavislé.

Toto lze provést zjemnénim postupu z doplnujicich cviceni k oddilu
IX.1.

— Uvedenych posloupnosti je k, coz je dimenze prostoru feseni. Proto
jde podle Véticky IX.4 opravdu o bazi.
e Dulezitou roli ve Vété XII.4 hraje charakteristicky polynom.
Jeho dulezitost ilustruje nasledujici vypocet:
Necht A € R\ {0}. Spoctéme (L je vyse definované linedrn{ zobrazeni):
LN, = I+ p A A 12 = W+ p N )b

=x(\)

= x(A) AN
Tedy v tomto pripadé plati
{A"}>2 | je Fesenim homogenni rovnice < x(A) = 0.

Proto kotfeny charakteristického polynomu tizce souvisi s fesenim ho-
mogenni rovnice.

e Provedme jesté jeden vypocet (opét A € R\ {0}):
L{nX"}12) = {(n + R)A™ +pi(n+ k= DA™ 4o ppnd" e,
= {n\"TF £ pin AR AP
A RN (k= DA e AT
= {nA" A" p X T ) 1

=)
+ {)\ﬂﬁ*l(k}\k*l _'_pl(]{; — 1))\1672 + -+ pk71>}$LO=1

=x'(\)

= xX(A) - {nA" 1L + X (VAL
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Tedy plati nasledujici:

Pokud A je korenem nasobnosti 2 charakteristického polynomu, pak
X(A) = X'(A) = 0, a tedy posloupnost {nA"}°°, je feSenim homogenni
rovnice.

Podobnym zpusobem lze dokéazat nasledujici tvrzeni:

Pokud A € R\ {0} je kofenem nésobnosti r charakteristického poly-
nomu, pak posloupnosti

{)\n}f:p {”An}zo:u ) {nr—l)\n}zo:1

jsou fesenim homogenni rovnice.

Toto zaroven ilustruje, jak vznikne ¢ast tabulky z Véty XI1.4 odpovidajici
realnym korenum charakteristického polynomu.

(Poznamenejme, ze diky predpokladu pr # 0 neni 0 kofenem charak-
teristického polynomu, takze redlné nenulové koreny jsou tytéz jako
redlné koreny.)

Nyni se podivejme na koteny charakteristického polynomu, které nejsou
realné.

Necht £ je imagindrni kofen charakteristického polynomu, oznacme ¢
jeho nasobnost. Z Véty VIII.19 vime, Zze komplexné sdruzené ¢islo & je
také kofenem charakteristického polynomu, rovnéz nasobnosti q.

Z vypoctu a uvah vyse plyne, ze v tomto ptripadé posloupnosti

{gn}?zo:h {ngn}zo:h ot {nq—lgn}zo:D {(g)n}?zo:h {TL(g)n}?LO:l? ttty {nq_1<g)n};o:1

jsou TeSenim homogenni rovnice v komplexnim oboru.

Abychom popsali feseni v realném oboru, pouzijeme goniometricky tvar
komplexniho ¢isla . Predpokladejme, ze £ ma kladnou imaginarni cast
(a & zépornou). Pak lze vyjadrit

¢ = p(cosv +isinv),

kde p >0 (= [¢]|) av € (0, 7). Geometricky vyznam je znazornén na
obrazku:



& = pp(cosvy +isinwy)
& = pa(cos vy + isinvy) I
41

Nyni si vzpomenme, ze podle Moivreovy véty plati pro kazdé n € N

" = (u(cosv +isinv))" = p"(cosnv + isinnv),

(&)" = (u(cosv —isinv))" = pu"(cosnv — isinnv).

Tedy posloupnosti

{p™ cosnv} Anp" cosnv ), ..., {An? " cosnv 1S,
prsinnv}o  {npsinnw} L {nd " sinny }oo
n=1 n=1 n=1

jsou TeSenim homogenni rovnice v realném oboru.
(Uvédomme si, Ze p" cosnv = (" + (&)™) a p"sinnw = L(&" = (§)").)

Toto ilustruje, jak vznikne druhé cast tabulky z Véty XII.4, prislusna
imaginarnim korenum charakteristického polynomu.

Shrnuti: Naznacili jsme, pro¢ vSechny posloupnosti uvedené v tabulce
jsou TeSsenim homogenni rovnice.

Navic téchto posloupnosti je presné k: Redlnému kotenu charakteris-
tického polynomu nasobnosti r prilusi r posloupnosti, dvojici kom-
plexné sdruzenych kofenu ndasobnosti ¢ prislusi 2¢ posloupnosti. Protoze
pocet korent, pokud kazdy pocitame tolikrat, kolik je jeho ndsobnost,
je roven k (coz je stupen charakteristického polynomu), je posloupnosti
v tabulce presné k.

Mame tedy pfesné k tfeSeni homogenni rovnice. Nyni staci ukazat, ze
jsou linedrné nezdvisla, a budeme veédét, ze jde o béazi (to plyne z
Veéticky IX.4, jako bylo fe¢eno vyse). Linearni nezavislost dokazovat ne-
budeme, je mozné pouzit podrobnéjsi variantu postupu z doplnujicich
cviceni k oddilu IX.1.
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K Véte XI1.5:

e Tato véta tikda, jak lze nalézt jedno feSeni nehomogenni rovnice za
predpokladu, ze posloupnost na pravé strané ma specialni tvar.

Zhruba feceno — pokud prava strana ma tvar pripominajici tvar fun-
damentalniho systému feseni homogenni rovnice, existuje feseni neho-
mogenni rovhice podobného tvaru.

Dukaz provadét nebudeme, ale vysvétlime, co tato véta tikd a jak ji
pouzit.

e Predpokladejme, ze ¢islo & = a(cosv + isinv) neni kofenem charakte-
ristického polynomu.

Dale, necht R a S jsou dva polynomy s realnymi koeficienty. Pak (L je
vyse definované linedrni zobrazeni) plati:

L{a"(R(n) cosnv+S(n)sinnv)}o2 ) = {a"(P(n) cosnv+Q(n) sinnv) }o2

n=1»
kde P a @ jsou opét polynomy s redlnymi koeficienty (jiné nez R a S,
ale ne vysstho stupné nez je vyssi ze stupnu R a 5).
Tento postieh k4, jak aplikovat Vétu XII.5: Pokud je prava strana ve
tvaru
{a"(P(n) cosnv + Q(n)sinnv)}o2
pak najdeme jedno feSeni ve tvaru

{a"(R(n) cosnv + S(n)sinnv)}>°

n=1-
Prakticky to provedeme takto: To, co je potieba urcit, je tvar polynomu
R a S. Napiseme tedy polynomy R a S v obecném tvaru — s neznamymi
koeficienty, stupen obou je nevyse roven vétsimu ze stupnu polynomu
P a Q. Tento obecny tvar dosadime do rovnice (tj. do zobrazeni L)
a urcime koeficienty tak, aby vysla pravé strana. (To bude vyzadovat
feseni jisté soustavy linedrnich rovnic.)
e V piipadé, ze prava strana je ve tvaru
{a"(P(n) cosnv + Q(n)sinnv)}>2,
jako vyse, pricemz ¢islo & = a(cosv + isinv) je kofenem charakteris-
tického polynomu, a to s nasobnosti m, postupujeme velmi podobné,
jen TeSeni hledame ve tvaru

{n™a"(R(n)cosnv + S(n)sinnv)}>2 ;.
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e [ v pripadé, ze jeden z polynomu P, ) je nulovy, mohou byt oba poly-
nomy R, .S nenulové.

e V piipadé, ze v =0 (tj. £ = a > 0) nebo v =7 (tj. £ = —a < 0), je
situace jednodussi.

Pokud ma v tomto ptipadé prava strana tvar

{Snp(n) ;010:17

pak hledame feseni ve tvaru

{"R(n)}%,

pokud & neni kofenem charakteristického polynomu, resp.

{n™&"R(n)}oZy,

pokud ¢ je kofenem charakteristického polynomu s nasobnosti m.
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