
Doplňuj́ıćı cvičeńı ke Kapitole XV

Uvažujme rovnici
y′ + p(x)y = q(x) (∗),

kde p, q jsou funkce spojité na intervalu (a, b).
Rovněž uvažujme homogenńı rovnici

y′ + p(x)y = 0 (∗∗).

1. Necht’ funkce p, q jsou tř́ıdy Ck na intervalu (a, b) (kde k ∈ N). Ukažte,
že každé řešeńı rovnice (∗) je tř́ıdy Ck+1.

2. Necht’ funkce p, q jsou tř́ıdy C∞ na intervalu (a, b). Ukažte, že každé
řešeńı rovnice (∗) je tř́ıdy C∞.

Návod: V úloze 1 postupujte matematickou indukćı podle k stejným zp̊usobem,
jakým se dokáže, že každé řešeńı rovnice (∗) je tř́ıdy C1. Úloha 2 plyne
z úlohy 1.

3. Ukažte, že každé řešeńı rovnice (∗∗) je bud’ konstantńı nulové, nebo
všude kladné, nebo všude záporné.

4. Necht’ y je kladné řešeńı rovnice (∗∗). Vyjádřete intervaly monotonie
funkce y pomoćı znaménka funkce p.

5. Stejnou úlohu řešte pro záporná řešeńı rovnice (∗∗).

Návod: V úloze 3 použijte metodu řešeńı, př́ıpadně př́ımo tvar řešeńı. V
úlohách 4 a 5 využijte větu o vztahu znaménka derivace a monotonie a bud’

př́ımo tvar řešeńı nebo vyjádřeńı y′(x) = −p(x)y(x).
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Definujme funkci Φ : (a, b)×R× (a, b)→ R tak, že pro každé x0 ∈ (a, b)
a každé y0 ∈ R je funkce

y(x) = Φ(x0, y0, x), x ∈ (a, b)

řešeńım rovnice (∗) splňuj́ıćım počátečńı podmı́nku y(x0) = y0.
Proměnné této funkce budeme značit po řadě x0, y0, x.

6. Ukažte, že funkce Φ je spojitá na (a, b)×R× (a, b).

7. Ukažte, že

∂Φ

∂x
(x0, y0, x) = q(x)−p(x)Φ(x0, y0, x), [x0, y0, x] ∈ (a, b)×R× (a, b).

8. Spočtěte ∂Φ
∂y0

(x0, y0, x).

9. Spočtěte ∂Φ
∂x0

(x0, y0, x).

10. Ukažte, že funkce Φ je tř́ıdy C1 na (a, b)×R× (a, b).

11. Necht’ funkce p a q jsou tř́ıdy Ck na (a, b) (kde k ∈ N). Ukažte, že
funkce Φ je tř́ıdy Ck+1 na (a, b)×R× (a, b).

12. Necht’ funkce p a q jsou tř́ıdy C∞ na (a, b). Ukažte, že funkce Φ je tř́ıdy
C∞ na (a, b)×R× (a, b).

Návod: Použijte vzorec pro funkci Φ odvozený v rámci metody řešeńı
lineárńıch rovnic prvńıho řádu. Dále použijte, že pro spojitou funkci f na
intervalu (a, b) existuje primitivńı funkce F na (a, b) a pro každé u, v ∈ (a, b)
plat́ı

∫ v

u
f = F (v)− F (u). S pomoćı těchto fakt̊u dokažte úlohu 6, s použit́ım

běžných pravidel derivováńı pak i úlohy 8 a 9. Pro řešeńı úlohy 7 využijte
definici funkce Φ výše a toho, co znamená řešeńı.

Úlohu 10 dokažte s použit́ım úloh 6–9. Úlohu 11 pak matematickou indukćı
podle k s použit́ım úloh 7–9, s t́ım, že prvńı krok (pro k = 0) dává úloha 10.
Úloha 12 pak plyne z úlohy 11.
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