Dopliujici cviceni ke Kapitole XV

Uvazujme rovnici
y' +p(z)y = q(z) (%),

kde p, ¢ jsou funkce spojité na intervalu (a,b).
Rovnéz uvazujme homogenni rovnici
v+ p(z)y=0 ().
1. Necht funkce p, ¢ jsou ttidy C* na intervalu (a,b) (kde k € IN). Ukazte,
7e kazdé feseni rovnice () je tifdy C*1.
2. Necht funkce p, q jsou t¥idy C* na intervalu (a,b). Ukazte, ze kazdé

feseni rovnice (x) je tiidy C*.

Navod: V dloze 1 postupujte matematickou indukci podle k stejngm zpusobem,
jakym se dokdze, Ze kazdé reseni rovnice (x) je tridy C*. Uloha 2 plyne
z ulohy 1.

3. Ukazte, ze kazdé feseni rovnice (xx) je bud konstantni nulové, nebo
vSude kladné, nebo vsude zaporné.

4. Necht y je kladné feseni rovnice (xx). Vyjddiete intervaly monotonie
funkce y pomoci znaménka funkce p.

5. Stejnou tlohu feste pro zdpornd feseni rovnice ().

Navod: V uloze 3 pouzijte metodu teseni, pripadné primo tvar reseni. V
tilohdch 4 a 5 vyuZijte vétu o vztahu znaménka derivace a monotonie a bud
primo tvar Tesent nebo vyjadrent y'(x) = —p(x)y(z).



Definujme funkei @ : (a,b) x R x (a,b) — R tak, ze pro kazdé zy € (a,b)
a kazdé yo € R je funkce

y(z) = ®(zo, 90, 7), =z € (a,b)

fesenim rovnice () spliujicim pocateéni podminku y(xg) = yo.
Proménné této funkce budeme znacit po radé xg, yo, .

6. Ukazte, ze funkce ® je spojitd na (a,b) x R x (a,b).
7. Ukazte, ze

g—i(xg,yo,x) = q(x) —p(z)P(x0, Y0, %), [T0,%0,2] € (a,b) x R x (a,b).

8. Spoctéte g—;;(fﬂo,yo,[)'}).
9. Spoctéte g—i(xo,yo,x).
10. Ukazte, ze funkce ® je tifdy C' na (a,b) x R x (a,b).

11. Necht funkce p a ¢ jsou tiidy C* na (a,b) (kde k € N). Ukazte, 7e
funkce @ je tiidy C**! na (a,b) x R x (a,b).

12. Necht funkce p a ¢ jsou tifidy C* na (a,b). Ukazte, Ze funkce ® je tifdy
C* na (a,b) x R x (a,b).

Navod: Pouzijte vzorec pro funkci ® odvozeny v rdmci metody reSent
linedrnich rovnic pruniho radu. Ddle pouZijte, Ze pro spojitou funkci f na
intervalu (a,b) existuje primitivng funkce F na (a,b) a pro kazdé u,v € (a,b)
plati fj f=F(v)— F(u). S pomoci téchto faktu dokazte ulohu 6, s pouZitim
béznych pravidel deriwovdni pak 1 ulohy 8 a 9. Pro reSent ulohy 7 vyuZijte
definici funkce ® viyse a toho, co znamend Teseni.

Ulohu 10 dokazte s pouzitim uloh 6-9. Ulohu 11 pak matematickou indukci
podle k s pouZitim dloh 7-9, s tim, Ze pruni krok (pro k =0) ddvd tloha 10.
Uloha 12 pak plyne z ilohy 11.



