Dopliujici cviceni ke Kapitole XVI

Uvazujme rovnici
y(n) + anily(nfl) + -4+ aly’ + apy = f(t>’ (*>

kde n € N, ag,...,a,—1 € R a f je funkce spojitd na intervalu (a, b).
Kromé toho uvazujme homogenni rovnici

Y+ ap oy - ay +agy =0 (%)
a necht y je charakteristicky polynom této rovnice, tj.
X)) = N+ a, AN ag )+ ao.
1. Ukazte, ze kazdé teSeni rovnice (xx) je tiidy C°.
2. Necht f je funkce tiidy C* na intervalu (a,b) (kde k € N). Ukazte, Ze
kazdé feseni rovnice (x) je t¥idy C™H*.
3. Necht f je funkce tifidy C'™ na intervalu (a,b). Ukazte, ze kazdé fesent
rovnice (k) je tiidy C'.
Navod. Vime jiz, Ze kazdé reseni je tridy C™. Uloha 1 se dokdze indukci
ze vzorce Y™ = —a,_1y™ ) — ... — a1y’ — apy a je téz specidlnim pripadem

dlohy 3. Uloha 2 se dokdze indukci podle k ze vzorce y™ = ft)—an_1y™ —
... —apy — agy, uloha 3 pak plyne z ulohy 2.

Ulohy o limitnim chovani maximalnich feSeni homogenni rovnice
Dokazte nésledujici tvrzeni (fesenim v nésledujicich tlohdch rozumime ma-
ximéln{ feseni):
4. Pro kazdé teseni y rovnice (xx) plati tli+m y(t) = 0, pravé kdyz pro
—+00
kazdy koten A charakteristického polynomu plati Re A < 0.
5. Pro kazdé feseni y této rovnice existuje vlastni limita . liin y(t), prave
— 400
kdyZ pro kazdy kofen )\ charakteristického polynomu plati bud Re A <
0 nebo A = 0, pficemz, je-li 0 kofenem, ma nésobnost 1.
6. Pro kazdé teseni y rovnice (xx) plati tlim y(t) = 0, pravé kdyz pro
——00

kazdy kotfen A charakteristického polynomu plati Re A > 0.



7. Pro kazdé feseni y rovnice (xx) existuje vlastni limita tlim y(t), prave
——00
kdyz pro kazdy kofen \ charakteristického polynomu plati bud Re X >
0 nebo A = 0, pticemz, je-li 0 kofenem, ma nésobnost 1.

8. Nemuze se stat, aby pro kazdé feseni y rovnice (#x) platilo tlim y(t) =
—+00

9. Pro kazdé feseni y rovnice (xx) existuje vlastni limita tlim y(t) a také
——00
vlastn{ limita tliin y(t), pravé kdyz rovnice ma tvar ¢y’ = 0 (tj. n = 1
—400
a ap = 0).

10. Kazdé feseni y rovnice (xx*) je omezené na (0, +00), pravé kdyz pro
kazdy kofen A charakteristického polynomu plati Re A < 0 a kazdy
kofen s nulovou redlnou c¢asti ma nasobnost 1.

11. Kazdé feseni y rovnice (xx*) je omezené na (—oo,0), pravé kdyz pro
kazdy kofen A charakteristického polynomu plati Re A > 0 a kazdy
kofen s nulovou realnou ¢asti ma nasobnost 1.

12. Kazdé feseni y rovnice (xx*) je omezené na R, pravé kdyz vsechny koteny
charakteristického polynomu lezi na imaginarni ose a maji nasobnost 1.

13. Pokud existuje aspon jeden kofen A charakteristického polynomu splinujici
Re A < 0, pak existuje nenulové TeSeni y, které ma v +oo limitu 0.

14. Pokud existuje aspon jeden koten A charakteristického polynomu spliujici
Re A > 0, pak existuje nenulové feSeni y, které ma v —oo limitu 0.

15. Pokud existuje aspon jeden kofen A charakteristického polynomu splnujici
Re A <0, pak existuje nenulové teseni y, které je omezené na (0, +00).

16. Pokud existuje aspon jeden kofen A charakteristického polynomu splnujici
Re A > 0, pak existuje nenulové feseni y, které je omezené na (—oo, 0).

17. Pokud existuje aspon jeden koten A charakteristického polynomu spliujici
Re A = 0, pak existuje nenulové feseni y, které je omezené na R.

Navod: Maximdlni reseni jsou prdavé linedrni kombinace prvkd fundamentdlniho
systému. Pouzijte tedy tvar fundamentalniho systému z Véty XVI.4 a znalost
limitnitho chovdni elementdrnich funkci (exponencidly, polynomu, goniomet-

rickych funkct).



Obtiznéjsi tlohy o limitnim chovani (pro zajemce):

18. Predpokladejme, ze vSechny koteny charakteristického polynomu jsou
realné a nezdporné. Ukazte, ze jediné teSeni rovnice, které méa v +oo
limitu 0, je konstantni nulové funkce.

Navod: Necht M\, o, ..., \p jsou vsechny koreny charakteristického poly-
nomu s ndsobnostmi ri,...,ry. Pak vime, Ze vSechna reseni rovnice jsou
linedrni kombinace funkci
et 0<j<r—1,i=1,... k.

Vezméme tedy néjakou takovou linedrni kombinaci y, jejiz limita v +oo je
nula. Pokud je to trividlni linedrni kombinace, mame konstantni nulovou
funkci, takzZe jsme hotovi. Predpoklddejme, Ze je linedrni kombinace netrividlni.
To znamend, Ze nekteré koeficienty jsou nenulové.

Vezmeéme i takové, Ze koeficient u t/e? je pro néjaké j nenulovy a pritom
i je nejuetsi moznd. Ddle vezméme nejuétsi mozné j, aby koeficient byl ne-

nulovy. Pak tliin t]y(—ﬁ)t = 0. Pritom tato limita je rovna koefientu u t/e** To
—+oo0 V€T

je spor. (Viz téz Cviceni 6 a 7 k oddilu IX.1 a ndvod k resent.)

19. Predpokladejme, ze vSechny kofeny charakteristického polynomu, ktera
jsou bud redlné nebo maji kladnou imagindrni ¢ast, jsou Ai,..., \; a
splnuji

0< Re)\1 < Re>\2 < K Re)\k
Ukazte, ze jediné feseni rovnice, které ma v 4+oo limitu 0, je konstantni
nulova funkce.

Navod: Pokud \; je redlné, mdme prvky fundamentdlniho systému tseMit,
0 < s <r;—1 (kde r; je ndsobnost korenu \;). Pokud je \; imagindrni,
pak \; = a; +if; pro néjaké o; € R, 5; € (0,400), prislusné proky funda-
mentdlniho systému jsou pak t°e®i* cos Bt at°e®'sin ft, 0 < s < r;—1. Ddle
postupugte podobné jako v uloze 18, pricemz pouzije fakt, Ze pro 5 € (0,+00)
a a,be R, pricemz aspon jedno z ¢isel a,b je nenulové, limita

lim acos St + bsin [t
t——+oo

neexistuje.



20. Ptedpokladejme, ze vsechny kofeny charakteristického polynomu spliuji
Re A > 0. Ukazte, ze jediné feSeni rovnice, které ma v +oco limitu 0, je
konstantni nulova funkce.

Navod: Postupujte podobné jako v ulohdach 18 a 19. Je treba pouZit tvar
fundamentalniho systému a to, Ze pro [y, ..., [ € (0,00) ruznd plati

lim ¢+ ay cos it + by sin f1t + - - - + ay cos Bt + b sin Byt =0

t—+00

pouze v pripade, Ze c =a; = by = -+ =ap = by, = 0.

21. Predpokladejme, ze vSechny koreny charakteristického polynomu jsou
realné a kladné splnuji |[A| > 1. Ukazte, Ze jediné feseni rovnice, které
je omezené na intervalu (0, 4+00), je konstantni nulova funkce.

Navod: Postupujte stejné jako v uloze 18. Prislusnd limita je opét 0 — ome-
zend funkce délend funkci s limitou +oo.

10. Predpokladejme, Ze vSechny kofeny charakteristického polynomu, ktera
jsou bud redlné nebo maji kladnou imaginarni ¢ast, jsou A, ..., \; a
spliuji

0 < ReAi <Rely <--- <Rel.
Ukazte, Ze jediné feSeni rovnice, které je omezené na (0, +00), je kon-
stantni nulova funkce.

Navod: Postupujte stejné jako v iloze 19.
22. Predpokladejme, ze vsechny koteny charakteristického polynomu spliuji
Re A > 0. Ukazte, Ze jediné Feseni rovnice, které je omezené na (0, +00),

je konstantni nulova funkce.

Navod: Postupujte stejné jako v uloze 20.



Ijlohy o fundamentalni matici a feSeni homogenni rovnice
Uvazujme rovnici (xx). Necht U je jeji fundamentdln{ matice (jde o ma-
ticovou funkci U: R — M (n x n)).

23. Ukazte, ze funkce y je fesenim rovnice (xx), pravé kdyz existuje takové
ce R" ze

y(t) = prvek v prvnim fadku soucinu U(t) - ¢, t € R.

24. Ukazte, ze funkce y je feSenim rovnice (xx), pravé kdyz existuje takové
cec R" ze

Y1)
25. Ukazte, ze funkce y je FeSenim rovnice (k) spliujici po¢dteéni podminky
y(to) = 20,9 (to) = 21, ...,y V(to) = 21,
praveé kdyz

20

<1
y(t) = prvek v prvnim fddku soucinu U(¢)-U(te) *-| . |, t€R.

Zn—1

Navod: Pouzijte definici fundamentdlni matice a definici maticového ndasobens.
V ailoze 25 navic pouZigte Vétu XVIL 1.

26. Necht A € M(n x n) je reguldrni matice. Ukazte, ze maticovd funkce
U'(t) =U(¢) - A
je také fundamentalni matice.

Navod: Nejprve si uvédomte, ze U'(t) je requldrni pro kazdé t. Ddle, kazdy
y(t)
o y'(t) o, :
sloupec matice U'(t) je tvaru : kde y je néjaké reseni rovnice. Na-
y00)
konec ukazte, Ze tato n-tice Tesent je linedrné nezdvisld (jinak by existovalo
nenulové ¢ € R", zZe U'(t) - ¢ je nulovy vektor pro kazdé t.

5



Definujme funkci ® : R x R" x R — R tak, aby pro kazdé t; € R a
z € R" byla funkce
y(t) = q)(t07z7t)7 te R7

feSenim rovnice (xx*) spliujici poc¢atecni podminky
y(to) = 21,9/ (to) = 22, ..,y (to) = 2.
27. Napiste vzorec pro funkci ®.
28. Ukazte, ze funkce @ je tiidy C°.

Navod: V dloze 27 pouzijte ulohu 25. V iloze 28 pouzijte vzorec z ulohy 27,
ddle ulohu 1 a vyjddreni inverzni matice pomoci Cramerova pravidla.

Ulohy o fundamentalni matici a feSeni homogenni rovnice
Uvazujme rovnici (x). Necht U je fundamentdlni matice homogenni rov-
nice.

29. Ukazte, ze funkce y je feSenim rovnice (x), pravé kdyz existuje vekto-
rova funkce ¢ : (a,b) — R™, pro kterou plati

y(t) = prvek v prvnim fadku soucinu U(t) - ¢(t), ¢ € (a,b).

30. Ukazte, ze funkce y je fesenim rovnice (x) spliujici pocateéni podminky

y(to) =y (to) = -+ =y V(tg) = 0 (kde ty € (a,b)), pravé kdyz
0
t 0
y(t) = prvek v prvnim fadku soucinu U(t)-/ U(s)™| : |ds, te(a,b).
to 0
f(s)

31. Odvodte vzorec pro feseni rovnice (x) splitujici pocdtecni podminky
y(to) = 20,y (to) = 21, ...,y (to) = zn_1.
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Navod: V dloze 29 pouZijte metodu variace konstant, skutecnost, Ze primi-
tivni funkce je urcena jednoznacné az na konstantu a ulohu 23. V loze 30
pouzigte ulohu 29. V iloze 31 zkombinugte ulohy 30 a 25.

Definujme funkci ¥ : (a,b) x R" X (a,b) — R tak, aby pro kazdé t, € (a,b)
a z € R" byla funkce

y(t) = ¥(to, 2,t), te(a,b),
fesenim rovnice () spliujici pocatecni podminky
y(to) = 21,9 (to) = 22, ...,y V(to) = 2.
32. Napiste vzorec pro funkci .
33. Ukaite, Ze funkce V¥ je tifdy C*.
34. Necht f je tiidy C* (kde k € N). Ukazte, Ze funkce ¥ je tifdy C*+1.
35. Necht f je tiidy C°°. Ukazte, Ze funkce W je tiidy C°°.

Navod: V dloze 32 pouzijte ulohu 31. V tloze 33 pouzijte vzorec z ulohy 31,
dale ulohu 28 a postup jejiho Tesenti v kombinact s metodami TeSeni cviceni
7-10 ke Kapitole XV. Ulohu 34 dokazujgte matematickou indukci z ilohy 33.
Uloha 35 plyne z ulohy 34.



