Doplnujici cviceni ke Kapitole XIV

Uvazujme rovnici se separovanymi proménnymi ve tvaru

y' =g(y) - hx), (%)
kde g, h jsou realné funkce spojité na svych definicnich oborech.

1. Necht 29 € Int Dy, a 1y € Int D,. Ukazte, ze existuje maximdlni feseni
y rovnice (x) spliujici poc¢ateéni podminku y(zg) = yo.

2. Necht g je spojita a nenulové na intervalu (a, b) a g(b) = 0. Piedpoklddejme,
ze existuje vlastni derivace ¢’ (b). Ukazte, ze feSeni s hodnotami v in-
tervalu (a, b) nelze nalepit se staciondrnim resenim konstantné rovnym

b.

3. Predpokladejme, ze funkce g mé vlastni derivaci v kazdém bodé, kde
nabyva nulové hodnoty. Necht x¢ € Int Dy, a yo € Int D,. Ukazte, ze
existuje pravé jedno maximalni feseni y rovnice (x) spliujici poc¢ateéni
podminku y(xg) = yo.

4. Predpokladejme, Ze h je spojitd na intervalu (a, 3), g je spojitd a nenu-
lova na intervalu (a,b) a g(a) = g(b) = 0. Ukazte, Ze maximalni feseni
rovnice (%) s hodnotami v intervalu (a,b) jsou definovdna na celém
intervalu (a, 3).

5. Predpoklddejme, ze h je spojitd na intervalu («, ), g je spojitd na R
a existuji vlastni limity

lim 9(t) a lim @

t—+oo ¢ t—-—oco

Ukazte, ze maximdlni feSeni rovnice (k) jsou definovdna na celém in-
tervalu (a, ).

Navod: Ve vsech pripadech pouZijte metodu rTeseni rovnic se separovanymi
proménnymi. V iloze 2 navic pouzijte Vétu XIV.3(3), kterou aplikujete v
pdatém kroku reseni. V loze 3 pouZijte ulohu 2. V uloze 5 pouZijte Vétu
XIV.4(2), kterou aplikujete v patém kroku tesent, a ulohu 4.



Déle uvazujme autonomni rovnici

Y =gy), (%)

kde g je redlna funkce spojitda na svém definicnim oboru.

6. Piedpokladejme, Ze g je spojitd a kladnd na intervalu (a,b). Necht y
je maximalni FeSeni rovnice (x*) s hodnotami v (a, b). Predpoklddejme,
ze y je definované na intervalu (o, ). Ukazte, ze

lim y(z)=b a lim y(z)=a.

z—pB— r—a+

7. Zformulujte a dokazte verzi tvrzeni z predchozi ulohy pro ptipad, ze g
je zaporna.

8. Predpokladejme, ze g je spojitd a nenulova na intervalu (a, b) a g(a) =
g(b) = 0. Ukazte, ze maximdlni feSeni rovnice (k%) s hodnotami v
intervalu (a, b) jsou definovana na R.

9. Predpokladejme, Ze g je spojita na R a existuji vlastni limity

lim &t) a lim @

t=+oo t—>—oo

Ukazte, ze maximalni feSeni rovnice (x*) jsou definovana na R.

Navod: Autonomni rovnice jsou specidlnim pripadem rovnic se separovaniymi
promennymi. V ulohdch 6 a 7 vyuZigte paty krok metody reseni. Ulohy 8 a 9
gsou specialni (a jednodussi) pripad iloh 4 a 5.



Dalsi tlohy:

10. Necht a € R je takové, ze g(a) =0 a ¢'(a) < 0.
Ukazte, ze existuje takové € > 0, ze pro kazdé yy € B(a,¢) plati:

e Existuje maximalni feSeni y rovnice (xx) spliiujici poc¢atecni podminku
y(0) = yo.
e Kazdé takové teseni je definovano na shora neomezeném intervalu.

e Hodnoty takového feSeni na intervalu (0, 400) jsou jednoznaéné
urceny (tj. pokud mame dvé takova feSeni, pak se na intervalu
(0, +00) shoduji.

e Redenf piislusnd riznym pocdteénim podminkdm se na intervalu
(0, +00) neprotinaji (tj. neshoduji se v zddném bodeé).
li =a.
Navod: Proni bod plyne z metody teseni, druhy z Véty XIV.3(3), treti a
cturty bod kombinaci druhého bodu s metodou reseni. Posledni bod pak plyne
z uloh 6 a 7.

11. Pfedpokladejme, ze h je spojitd na intervalu (o, 5) a g je spojitd a
nenulovd na intervalu (a,b). Necht y je jedno z feseni rovnice (*) z
patého kroku, tj. maximélni feseni definované na podintervalu (o, ) s
hodnotami v intervalu (a, b).

Necht je feSeni y definovdno na intervalu (v, d). Ukazte, ze plati aspon
jedna z nésledujicich podminek:

.« 6-8,
e lim y(z) =1,

T—0—

e lim y(z) =a.
r—>6—

Analogické tvrzeni zformulujte a dokazte pro levy krajni bod intervalu.
Navod: Pouzijte metodu reseni a dukladnou analyzu pdtého kroku. Pokud

d < 8, znamend to (pri znaceni z komentdre k oddilu XIV.1), Ze H(§) + ¢ ¢
G((a,b)), tedy H(0) + ¢ je jeden z kragnich bodu intervalu G((a,b)).



12.

13.

14.

15.

16.

Ukazte, 7ze kazdé feseni rovnice (*) je tiidy C! (tedy m4 spojitou deri-
vaci).

Necht funkce g je definovdna na otevieném intervalu J a je na ném
ttidy C* pro néjaké k € N. Ukazte, 7e kazdé feseni rovnice (xx) je
tiidy C*+1.

Necht funkce g je definovdna na otevieném intervalu J a je na ném
tiidy C'*. Ukazte, ze kazdé feseni rovnice (xx) je tiidy C°.

Necht funkce g je definovdna na otevieném intervalu J a funkce h je
definovdna na otevieném intervalu I. Necht ddle k € N a g € C*(J) a
h € C*(I). Ukazte, 7Ze kazdé fesen{ rovnice (x) je tifdy C**1.

Necht funkce g je definovdna na otevieném intervalu J a funkce h je
definovdna na otevieném intervalu I. Necht ddle g € C*(J) a h €
C>(I). Ukazte, ze kazdé feseni rovnice (x) je tiidy C*°.

Navod: KazZdé reseni y md podle definice vlastni derivaci v kazdém svém
bode, tedy je spojité. Z toho, Ze splniuje rovnici ddle vidime, Ze 1y je spojitd.
Ulohy 18 a 15 dokazujte indukci podle k s pouzitim toho, Ze sloZeni dvou
funkci tridy C* je opét funkce tridy C*. Ulohy 14 a 16 plynou z uloh 13 a 15.



