Doplnujici cviéeni k oddilu XVII.3
Uvazujme soustavu
r = Az, (%),
kde A je ¢tvercova matice radu n.
1. Ukazte, ze kazdé teseni soustavy (x) je tiidy C.
Navod: Postupujte podobné jako u tuloh téhoz typu k predchozim oddilim —
pouzijte, Ze reseni md vlastni derivaci, je tedy spojité; dadle postupujte indukct.
2. Pii feSeni soustavy (x) metodou eliminace se jeji feeni pfevede na
postupné Teseni nékolika linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty:.
Ukazte, ze koteny charakteristickych polynomi téchto rovnic jsou prave

vlastni ¢isla matice A.

Navod: Viastni éisla jsou prdaveé koreny polynomu det(Al — A) (Veéticka
IX.18). Pomoct postupu pri eliminaci a vlastnosti determinantu (Véta VI.10)
st rozmyslete, jaky je vztah mezi charakteristickymi polynomy vzniklych rov-
nic a polynomem det(Al — A).

3. Ukazte, ze kazdé maximalni feseni & soustavy (x) spliuje . lim x(t) = o,

—+00
praveé kdyz kazdé vlastni ¢islo A matice A plati Re A < 0.

4. Ukazte, ze kazdé maximalni feseni & soustavy (x) spliuje . lim «(t) = o,
——00
prave kdyz kazdé vlastni ¢islo A matice A plati Re A > 0.

Navod: PouzZijte ulohu 2, metodu eliminace, Véty XVI 4 a XVI.5 a zna-
lost limit funkci tvaru P(t)e* cos St a P(t)e* sin ft, kde o, € R a P je
polynom.

5. Urcete fundamentalni matici soustavy (x), pokud A je diagondlni (a
mé na diagondle ¢isla dy, ..., d,).

6. Urcete fundamentalni matici soustavy (x), pokud

a 1 0 ... 00

0O a1l ... 00

00 a ... 00
A= .

0 0 0 . a 1

0 0 0 . 0 a




Navod: V obou pripadech najdéte obecné reseni. V iiloze 5 jde o n nezdvislych
rovnic pronitho tddu, v tuloze 6 neni treba provddét eliminaci, protoZe je
predem hotova, soustavu lze tedy resit odzadu — od posledni rovnice k prund.

7.

Predpokladejme, ze existuje néjaké vlastni ¢islo A matice A, pro které
plati Re A > 0. Ukazte, Ze existuje feseni soustavy (x), které neni ome-
zené na intervalu (0, 4+00).

Predpokladejme, Ze existuje néjaké vlastni ¢islo A matice A, pro které
plati Re A < 0. Ukazte, Ze existuje feSeni soustavy (x), které neni ome-
zené na intervalu (—oo, 0).

Predpokladejme, Ze existuje néjaké vlastni ¢islo A matice A, pro které
plati Re A # 0. Ukazte, ze existuje feSeni soustavy (x), které neni ome-
zené na R.

Navod: Pouzijte ulohu 2, metodu eliminace, Vety XVI.4 a XVIL5 a prubéh
funkce €* cos St (a e sinft) proa >0 a a < 0.

Pti feSeni soustavy metodou eliminace se vezme A-matice A\ — A a po-
moci tfadkovych tprav se prevede na schodovitou, tedy vlastné na horni
trojuhelnikovou. Ta mé na diagondle polynomy Pji(A), ..., Py, (A) — to jsou
pak charakteristické polynomy nové vzniklych rovnic.

10.

11.

12.

13.

Necht viechna maximdlni feSenf soustavy (*) jsou omezend na intervalu
(0, +00). Ukazte ze pro kazdé vlastni ¢islo A matice A plati Re A < 0
a pokud Re A = 0, pak pro kazdé i € {1,...,n} plati, ze A bud nenf
kofenem polynomu P;; nebo je korenem nésobnosti 1.

Necht vsechna maximdln{ fesen{ soustavy (*) jsou omezend na intervalu
(—00,0). Ukazte ze pro kazdé vlastni ¢islo A\ matice A plati Re A > 0
a pokud Re A = 0, pak pro kazdé i € {1,...,n} plati, ze A bud neni
kofenem polynomu P;; nebo je kofenem nésobnosti 1.

Necht v§echna maximéln{ fesen{ soustavy (*) jsou omezena na R. Ukazte
ze pro kazdé vlastni ¢islo A matice A plati Re A = 0 a navic pro kazdé
i € {1,...,n} plati, ze A bud neni kofenem polynomu P; nebo je
kofenem nasobnosti 1.

Ukazte, ze v tlohach 10-12 obracena implikace neplati.



Navod: V dlohdch 10-12 si rozmyslete, Ze prvni c¢ast tvrzeni je vlastné
preformulovdni wloh 7-9. Druhou ¢dst odvodte z Véty XVI.4, konkrétné z
tvaru fundamentdlniho systému v pripadé vicendsobnych koteni. Pro ulohu
18 pouzijte vysledek tlohy 6 pro pripad a = 0.

14. Ukazte, ze kazdé maximalni Feseni soustavy (x) je omezené na intervalu
(0, +00), prave kdyz pro kazdé vlastni ¢islo matice A\ plati

e Re) <0,
e a pokud Re A = 0, pak nasobnost A jakozto vlastniho ¢isla je rovna
n—h(Al—A).

15. Ukazte, ze kazdé maximalni feeni soustavy () je omezené na intervalu
(—o00,0), pravé kdyz pro kazdé vlastni ¢islo matice A\ plati

e Re) >0,
e a pokud Re A = 0, pak nasobnost A jakozto vlastniho ¢isla je rovna
n—h(AL - A).

16. Ukazte, ze kazdé maximalni feSeni soustavy (*) je omezené na R, pravé
kdyz pro kazdé vlastni ¢islo matice A\ plati

e Re) =0,

e ndsobnost A jakozto vlastniho ¢isla je rovna n — h(AL — A).

Navod: Nejprve si rozmyslet, Ze uvedené podminky jsou nutné. Z uloh 7-
9 dostanete nutnost proni podminky. Ddle pro pripad Re X = 0 je nuiné,
aby X bylo nejuyse korenem ndsobnosti 1 pro kazZdy z polynomu Py;. Navic,
kdyz si uvédomime, jako soustavu resime odzadu — kdyZ se dostaneme k i-té
rovnici, je to rovnice s charakteristickym polynomem Py a s pravou stra-
nou ve specidlnim tvaru (presnéji jde o soucet nékolika specidlnich pravych
stran). Aby kaZdé reSeni bylo omezené na patricném intervalu, je potieba
jednak, aby kazdy koten A s nulovou redlnou édsti mél nasobnost 1 (to sou-
visi s omezenosti prislusnych prvki fundamentdlniho systému) a jednak, aby
se na pravé strané nevyskytovala cast, u které to klicové cislo z Véty XVI.5
by bylo X (to souvisi s omezenosti partikuldrniho teseni). To oviem zna-
mend, Ze pro j > i bud X\ neni korenem Pj; nebo, pokud je (vime, Ze jen
ndsobnosti 1), pak i P;j(X\) = 0. To ovsem presné znamend, Ze ndsobnost



A je rovna n — hodnost vzniklé trojihelnikové matice v bodé A a Ze hod-
nost vzniklé matice je rovna h(Al — A). Z postupu plyne, Ze podminky jsou
1 postacujici.

Norma matice

Nésledujici cviceni se tykaji matic. Budou se pouzivat jednak v dalsi
sadé cviceni, ktera se bude tykat alternativniho ¢asto pouzivaného vyjadieni
fundamentalni matice, a potom v dopliujicich cvicenich k oddilu XVII.4 pti
aplikaci vét tohoto oddilu.

17. Necht A je matice typu m x n. Oznaéme
[A]] = max{[|Az|]: € R", ||z]| < 1}.
Ukazte, ze maximum existuje.

18. Ukazte, ze pro kazdnou nenulovou matici A je [|A]| > 0.

19. Je-li A sloupcovy vektor, ukazte, ze ||A| splyva s normou vektoru z
oddilu IX.3.

20. Ukazte, ze pro kazdou matici A a kazdé redlné ¢islo ¢ plati ||t - A|| =
[t - 1A

21. Ukazte, ze pro kazdé dvé matice A, B stejného typu plati ||A + B|| <
Al -+ (1B

22. Ukazte, ze pro kazdé dvé matice A;B kompatibilnich typu (aby byl
definovéan soucin) plati ||AB|| < ||A] - ||B]|.

Navod: V dloze 17 pouzigte vétu o nabyvdni extrému pro spojitou funkci na
kompaktni mnozine. V iloze 18 si rozmyslete, Ze pro nenulovou A existuje
x takové, Ze Ax # o. V ulohdach 19-21 pouzijte vlastnosti normy na R"
(Véticka 1X.9) a definici mazima mnoziny (v dloze 19 je n = 1). V dloze
22 nejprve dokazte, Ze ||Ax| < ||A]l - ||z| pro sloupcovy vektor x (pomoct
definice a vlastnosti normy na R™).



Pokud A = (a;;) je matice typu m x n, polozme

1Al = |ayl.

i=1 j=1

23. Ukazte, ze pro kazdou matici A a kazdé redlné ¢islo ¢ plati ||t - A||; =
[t] - [[ AL

24. Ukazte, Ze pro kazdé dvé matice A, B stejného typu plati [|A + B||; <
[All + (B[

25. Ukazte, ze pro kazdé dvé matice A;B kompatibilnich typu (aby byl
definovan soucin) plati ||AB|; < ||A]l1 - [|B]]1-

26. Ukazte, ze pro kazdou matici A plati [|A] < ||A]|;.

Navod: V dlohdch 23 a 24 pouZijle definici a vlastnosti absolutni hodnoty
(mj. trojuhelnikovou nerovnost). V dloze 25 pouZijte navic definici mati-
cového ndsobeni. Ulohu 26 dokazte negprve pro matice typu m X 1 (tj. pro
sloupcovy vektor) a pak pouZijte definici z wlohy 17 a lohu 19.



Exponenciala matice a vzorec pro fundamentalni matici

Tato ¢ast cviceni je urcena jen pro zajemce — tykd se primého vzorce
pro fundamentalni matici soustavy (%), ktery se vyskytuje v literatute a je
dulezity hlavné z teoretického hlediska.

Pokud A je ¢tvercova matice fadu n, definujme

=1
exp(A) = EAk
k=0
Pritom A* = A-A---A a A° = 1. Souéet nekonecné fady se mysli ,,po
—_—

k-krat
¢lenech®, tj.

= 1 -
(exp(A ZE )ijs 4,7 €{1,...,n}.

k=0

27. Ukazte, ze pro kazdé i, j je fada definujici (exp(A));; absolutné konver-
gentni, a tedy exp(A) je dobfe definovana.

28. Necht A,B jsou dvé matice fadu n, které spolu komutuji (tj. plati
AB = BA). Ukazte, ze exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

29. Ukazte, ze exp(Q) =1 (kde O je nulovd matice).

30. Ukazte, ze lim w = A.
t—0
Navod: V dloze 27 pouZijte nerovnosti }(Ak)w| < ||A’“||1 < ||A||’f (viz tloha
25) a pouZijte srovndvaci a podilové kritérium. V iloze 28 pouZijte, Ze pro
komutugjici matice plati binomickd véta (A+B)kF = Z] 0 ( VAIB I a pouZijte
postup z Vety VII.12 o soucinu absolutné konvergentmch rad. V tloze 30
spoctéte, Ze vyraz, jehoZ limita se pocitd, je roven A+1t-> 7~ (k+2 Lotk AR ¢
ukazte, Ze soucet uvedené rady je omezeny na intervalu (—1,1) (podobnymi
odhady jako v dloze 27, navic s tim, Ze |t| < 1).

31. Ukazte, ze U(t) = exp(tA) je fundamentdlni matice soustavy (x).

Navod: Nejprve ukazte, Ze U(t) je regularni — inverzni matice je U(—t)
podle dloh 28 a 29. Pak ukazte, Ze U'(t) = limy_o+(U(t + h) — U(t)) =
AU(t) (s pouzitim tloh 28 a 30) a rozmyslete si, Ze z toho jiz plyne, Ze jde o
fundamentdalni matici.



32. Necht A je diagonalni matice. Spoctéte exp(A).

33. Necht A je diagonélni matice. Spoctéte exp(tA) a porovnejte s vysledkem
ulohy 5.

34. Necht B je matice, kterd m4 tvar z tilohy 6 pro a = 0. Spoctéte exp(¢B).

35. Necht A je matice, kterd ma tvar z ilohy 6. Spoctéte exp(tA) a porov-
nejte s vysledkem tlohy 6.

Navod. V tloze 32 si rozmyslete jak se nasobi diagondlni matice a pouZijte
Taylorovu Tadu pro exponencidlni funkci. V dloze 33 pouZijte tulohu 32 —
matice tA je také diagondlni. V iloze 34 pouZijte definici a spoctéte (tB)F
(mj. spoctéte, Ze pro k > n je to nulovd matice). V iloze 35 si viimnéte, Ze
tA = tal +tB (kde B je matice z ulohy 34) pouZijte ulohy 28, 33 a 34.



