
Doplňuj́ıćı cvičeńı k odd́ılu XVII.4

1. Zformulujte větu o opouštěńı kompaktu (Věta XVII.10) pro rovnice se
separovanými proměnnými a v tomto př́ıpadě ji dokažte pomoćı metody
řešeńı.

Návod: Použijte úlohu 11 z doplňuj́ıćıch cvičeńı ke Kapitole XIV.

2. Co ř́ıká věta o rovnićıch s lineárńım r̊ustem (Věta XVII.12) o rovnićıch
se separovanými proměnnými a autonomńıch rovnićıch?

Návod: Použijte úlohy 5 a 9 z doplňuj́ıćıch cvičeńı ke Kapitole XIV.

3. Z věty o rovnićıch s lineárńım r̊ustem (Věta XVII.12) odvod’te druhou
část Věty XVII.4 (o definičńım oboru maximálńıch řešeńı lineárńıch
soustav).

4. Z předchoźı úlohy odvod’te druhou část Věty XVI.1 (o definičńım oboru
maximálńıch řešeńı lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty).

Návod: 3. Ukažte, že předpoklady Věty XVII.12 jsou splněny např́ıklad pro
funkce α(t) = ‖A(t)‖1 a β(t) = ‖b(t)‖1 (viz úlohy 17–26 z doplňuj́ıćıch
cvičeńı k odd́ılu XVII.3). 4. Použijte přepis rovnice vyšš́ıho řádu na soustavu
prvńıho řádu.
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Uvažujme Bernoulliho rovnici, tj. rovnici tvaru

y′ + p(x)y = q(x)yα,

kde funkce p, q jsou spojité na intervalu (a, b) (a q neńı konstantně rovná
nule) a α ∈ R \ {0, 1}.

5. Ukažte, že pro α ∈ (0, 1) jsou maximálńı řešeńı definována na celém in-
tervalu (a, b). Porovnejte postup, který dá metoda řešeńı, s možnostmi
aplikace věty o rovnićıch s lineárńım r̊ustem (Věta XVII.12).

6. Necht’ α > 1. Ukažte, že existuje maximálńı řešeńı, které je defino-
vané na menš́ım intervalu než (a, b) a má v v jednom z krajńıch bod̊u
limitu +∞.

7. Necht’ α < 0. Ukažte, že existuje maximálńı řešeńı, které je definované
na menš́ım intervalu než (a, b) a má v v jednom z krajńıch bod̊u limitu 0.

8. Předpokládejme, že a, b ∈ R (tedy interval (a, b) je omezený) a funkce
p, q jsou omezené na intervalu (a, b). Ukažte, že existuje kladné řešeńı,
které je definováno na celém intervalu (a, b).

Návod: 5. Abychom mohli př́ımo aplikovat Větu XVII.12, musela by funkce
y 7→ yα spojitá na R, což plat́ı jen pro některé hodnoty α. Nicméně pro α ∈
(0, 1) je možné uvažovat rovnice y′+p(x)y = q(x)|y|α a y′+p(x)y = −q(x)|y|α
na kterou lze Větu XVII.12 aplikovat (a z toho odvodit tvrzeńı pro p̊uvodńı
rovnici). Při použit́ı metody řešeńı je třeba vyjádřit definičńı obor řešeńı ne-
nabývaj́ıćı nuly pomoćı vhodných nerovnost́ı a pak ověřit, že lze nalepit nulové
řešeńı. 6. a 7. Při aplikaci metody řešeńı dostaneme vzorec pro y1−α s jedńım
parametrem na pravé straně. Pro vhodnou hodnotu parametru na pravé straně
dostaneme řešeńı s požadovanou vlastnost́ı. 8. Postupujeme jako v úlohách
6 a 7. Protože primitivńı funkce vzniklé při výpočtu jsou omezené, vhodná
volba parametru na pravé straně zajist́ı, že pravá strana je kladná na (a, b).

9. Dokažte větu o spojité závislosti na počátečńıch podmı́nkách (Věta
XVII.13) pro autonomńı rovnice y′ = g(y) pomoćı metody řešeńı.

Návod: Pokud g má v každém svém nulovém bodě vlastńı derivaci, pak nelze
nalepovat (d́ıky Větě XIV.3(3)). Maximálńı řešeńı jsou bud’ stacionárńı nebo
ryze monotónńı s hodnotami v nějakém intervalu, na kterém je g nenulová.
Pro taková řešeńı pak máme vzorec y(x) = G−1(x+ c). Stač́ı si rozmyslet, co
to ř́ıká o pr̊uběhu řešeńı.
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