Komentaf k oddilu XVI.3: Metoda variace konstant

O vyznamu tohoto oddilu:

e (Cilem toho oddilu je hlavné zformulovat a dokazat Vétu XVIL.7. Tato
véta dava univerzalni metodu, jak najit partikularni feseni nehomo-
genni rovnice.

e Mame rovnici
Y+ an gV @y +agy = (1),

kde ag,...,a,—1 € R a f je funkce spojita na daném intervalu (a, b).

Pokud f je ve specidlnim tvaru, lze partikularni feSeni najit pomoci

Veéty XVIL5.
Véta XVI.7 naproti tomu funguje pro kazdou spojitou funkei f.

e Pokud je funkce f ve specidlnim tvaru z Veéty XVIL5, pak lze sa-
moziejmé Vétu XVI.7 pouzit také. Ale pouziti Véty XVI.5 obvykle
byva vyrazné jednodussi.

O fundamentalni matici a Vétiécce XVI.6:

e Necht ,...,y, je fundamentdlni systém feseni homogenni rovnice.

Pak definujme fundamentdlni matici jako maticovou funkeci

w(t)  w) o y()
i) )y

U(t) = : : : , teR.
R (3 I Sl () NSO Vil ()

Jde o ¢tvercovou matici fadu n, kterd v radcich ma postupné hodnoty,
hodnoty prvni derivace az hodnoty (n — 1)-té derivace prvki funda-
mentalniho systému.

Ptitom v prvnim sloupci jsou hodnoty derivaci funkce y;, ve druhém
sloupci s atd.

e Proc¢ se tato maticova funkce nazyva fundamentalni matice a proc je
to velmi prirozend véc, si vysvétlime v oddilu XVII.2.

V tuto chvili je to pro nas jen pomocny nastroj k dukazu Véty XVI.7.



e Véticka XVI.6 a jeji dukaz:
Véticka tikd, ze fundamentalni matice je regularni v kazdém bodé ¢ €
R. Prirozenost tohoto tvrzeni bude oziejmena v oddilu XVII.2.

Nicméneé dikaz muzeme relativné snadno provést uz nyni.

Postupujeme sporem. Predpokladejme, ze existuje néjaké ¢ty € R, pro
které matice U(ty) neni regularni.

To ovSem znamend, ze existuje ¢ € R" \ {0}, pro které plati U(tg)c =
o. (Pokud U(tp) neni reguldrni, pak linedrni zobrazeni reprezentované

touto matici neni prosté — viz Véta VI.19 a nasledujici poznamky, a
tedy jeho jadro obsahuje nenulovy vektor — viz Dusledek Véty 1X.6.)

Plati

Y1 (to) Y2 (to) Yn(to) c1

Y, (to) Y5 (to) Yn(to) Ca
Ulto)e = : : . :

o) w8 V() o V()] \e

c1yi(to) + caya(to) + - - + cayn(to)
a1y (to) + caya(to) + -+ - + ey, (to)

g™V (t0) + oV (to) + - - + ey (ko)

tedy rovnost U(tg)c = o znamena

c1y1(to) + cayalto) + - - + cuynlto) =0
a1y (to) + cayy(to) + - -+ + cny, (to) = 0

eV (ko) + oy (to) + - + ey () = 0.
Pokud definujeme
Z=Cy1 + Yz + -+ Crlyn,

pak uvedené rovnosti iikaji, ze

Z(to) = Z/(t()) == Z(n_l)(to) = 0.
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Tedy z je Feseni homogenni rovnice (jakozto linedrni kombinace teseni),
které spliuje stejné pocateéni podminky jako konstantni nulové reseni.
7 Véty XVI.1 plyne, ze dvé feseni spliujici stejné pocateéni podminky,
se rovnaji, a proto z je konstantni nulova funkce.

To ovSsem znamena, ze
ayr+cya + -+ cyn = 0.

Protoze y1,...,y, jsou linearné nezavislé, musi byt ¢; = ¢o = -+ =
¢, = 0, neboli ¢ = o.
To je ale spor s volbou ¢ € R\ {o}.

Tento spor dokoncuje dukaz.
Veéta XVI.7, jeji dikaz, pouziti, atp.

e Tato véta fika, jak muzeme partikularni feseni nehomogenni rovnice
najit ve tvaru

y(t) = cr(V)yi(t) + ca(t)y2(t) + -+ + cat)yn(t),

kde ¢y, ..., ¢, jsou vhodné funkce.

Nézev ,variace konstant“ vychéazi z toho, ze pokud by cy,...,c, byly
konstanty, dostali bychom pravé feseni homogenni rovnice. Ale kdyz
konstanty nahradime vhodnymi funkcemi, dostaneme feseni nehomo-
genni rovnice.

e Dukaz:

Predpokladejme, ze

y(t) = 1y (t) + c2(t)y2(t) + - - + ca(t)yn(t)

a ze funkce cq, ..., ¢, splnuji soustavu rovnic
dvn + dy + ...+ dy, = 0
/o /ol /o o
an  + o oGay A+ oo+ oy, = 0
: (&%)
cﬁy%n_i) + C’Qyén_? + o+ Ay = 0
n— n— n—1
c’1y§ )+ céyé by o+ C;.Lyq(’), b=t



Ukazeme, ze y je feSenim rovnice. K tomu postupné spocteme

y'(t) = )y (t) + 5 ()ya(t) + - + ¢, (E)yn(t)
ety (0) + ealt)h(6) + -+ ealta(t)

= (B (0) + ealthlt) + -+ enlt)(1),
/(0 = AW + B0 + -+ (1)
£ (B0 + ealO(E) + -+ D)

= e (B)(E) + cal)(E) + -+ eu(B)L(D),

Y0 = AWu" ) + B0+ + B )

=0

+q@¢“Ww+c@w$”ur%-+aﬁw$”@>
=iy V(@) + @)y V(@) + -+ ey (@),
yW@>:4@w?*%w+d@>“1N> ¢ )y ()
=f (f)

+ ey (1) + ey () + -+ ey ()
= f(t) |+ a®y (1) + 2ty () + -+ ety (2).




Tedy
L(y)(t) = 4™ (1) + a1y (1) + -+ + ary/ () + aoy(t)

= f(t) + (O (t) + ey (1) + - + ety ()
+an(a®u" V(@) + @y V@) + eyl TI(E)
b an(ea (8 (8) + ca(t)yh(t) + -+ ea(t)a (1)

+ ao(er (D)1 (E) + ca(B)ya(t) + - - + ca(t)yn())
= F(t) + e ()" (1) + a1y V(@) + -+ aryl () + aoyi (1))

=L(y1)(t)=0

ey (8) + anarys V(@) + -+ ah(t) + agya(t))

—L(y2)(t)=0
o W) + anoyTTI () 4+ aryl(t) + agyn(t))
—L(yn)(H)=0

= f(t).
Tedy L(y) = f, neboli y je fesenim nehomogenni rovnice a dukaz je
hotov.

e V predchozim bodé jsme vétu dokazali, nyni vysvétleme jeji pouziti pro
feseni nehomogenni rovnice.

Chceme-li najit vSechna feseni nehomogenni rovnice, postupujeme nésledovné:

Krok 1: Najdeme fundamentdlni systém feseni homogenni rovnice (podle
Veéty XVI4).
Necht to jsou funkce ¥, ..., yn.

Krok 2: Vyfesime soustavu rovnic (&) s nezndmymi ¢}, ..., c,.
Je to vlastné soustava linearnich rovnic pro funkce, neboli soustava
linedrnich rovnic s parametrem t.
Pro pevné t € (a,b) jde o soustavu linearnich rovnic s matici U(¢).
Podle Véticky XVI.6 je tato matice reguldrni, proto ma soustava
pravé jedno teseni.
Soustavu Fesime nejlépe metodou eliminace (pomoci radkovych
uprav prevedeme na schodovitou matici a pak fesime odzadu).
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Krok 3: Urcime funkce ¢4, . .., ¢, jakozto primitivni funkce k ¢/, ..., c)..
Krok 4: Funkce y,(t) = c1(t)y1(t)+- - -+cn(t)y(t), t € (a,b) je Fesenim
nehomogenni rovnice (dle Véty XVI.7).

Krok 5: Vsechna feSeni nehomogenni rovnice jsou funkce tvaru

y(t) = yp(t)+oayr (y) ooy (t)+- - Fanyn(t), te(a,b),on,...,a, € R.
To plyne z Véticky XVI.2(ii).

Z uvedeného postupu je snad dostatecné ziejmé, ze pouziti Véty XVI.5
je vyrazné jednodussi:

Je treba napsat tvar feseni s obecnymi polynomy, dosadit do rovnice,
upravit a nasledné vyftesit jednu soustavu lineadrnich rovnic.

Zatimco aplikace Véty XVI.7 vyzaduje spocitat fundamentdlni matici
(derivace prvku fundamentalniho systému az do fadu n — 1), vyfesit
soustavu linedrnich rovnic s parametrem a nakonec spocitat n primi-
tivnich funkei.

Proto, kdykoli je pravéa strana ve tvaru, ktery pripousti pouziti Véty
XVL5, je vhodné pouzit tuto vétu a nikoli variaci konstant.

Pouziti metody variace konstant jsme si vysvétlili a prislusnou vétu
dokazali. Nicméné se lze ptét, jak na tuto metodu prijit.

Ta myslenka hledat Feseni ve tvaru y(t) = ¢y (t)y1(t) +- - - + ¢, () y(t) je
prosté takovy napad, ktery nékdo dostal.

U linedrnich rovnic prvniho fadu v Kapitole XV se tvar y(t) = c(t)yn(t)
dosadil do rovnice a vcelku snadno pak vyslo, jak musi vypadat ¢(t).

Kdybychom zcela stejné postupovali pro rovnice fadu n, dostaneme
zcela neptehlednou rovnici, v niz se budou vyskytovat derivace funkci
c¢; az do fadu n. Proto je treba postupovat chytieji.

V literatute se vyskytuje nasledujici zduvodnéni:

Dosadime do rovnice a pfitom zajistime, aby se tam nevyskytovaly

vyssi derivace funkef ¢;. Tak se postupné dostane ona soustava rovnic.

Postupné pocitame ¢, y”, . .. jako v dukazu. Abychom se vyhnuli vyssim
derivacim funkci ¢;, postupné pridavame predpoklady nulovosti piislus-
nych vyrazu. A nakonec dostaneme posledni rovnici s pravou stranou

f(t).



Nicméné to, pro¢ je tento postup opravdu pfirozeny, bude ziejmé az z
Veéty XVILS8, jejtho dikazu a metody pouziti.



