
Komentář k odd́ılu XVII.4: Vlastnosti maximálńıch řešeńı – část
druhá

K Lemmatu XVII.11:

• Toto jednoduché lemma se často použ́ıvá pro zkoumáńı řešeńı (soustav)
diferenciálńıch rovnic a jejich chováńı.

Vysvětĺıme si nejprve jeho předpoklady a tvrzeńı.

• Prvńım předpokladem je, že máme tři č́ısla a, α, β, přičemž a ≥ 0,β ≥ 0
a α > 0, a dále funkci u, která je spojitá a nezáporná na intervalu 〈t0, t1)
(kde t0 ∈ R a t1 je bud’ nějaké reálné č́ıslo větš́ı než t0 nebo +∞).

Dále předpokládáme, že funkce u splňuje

∀t ∈ 〈t0, t1) : u(t) ≤ a+

∫ t

t0

(αu(s) + β) ds. (∗)

Tvrzeńı pak ř́ıká, že plat́ı nerovnost

∀t ∈ 〈t0, t1) : u(t) ≤ (a+ β
α

)eα(t−t0). (∗∗)

• Jaký to má význam:

Ve vztahu (∗) se funkce u vyskytuje na levé i na pravé straně. Tedy
funkce u je odhadnuta pomoćı integrálu z u.

Ve vztahu (∗∗) se vyskytuje u jen na levé straně. Tj. máme funkci u
odhadnutou nějakou konkrétńı funkćı, už ne pomoćı u.

• Souvislost s diferenciálńımi rovnicemi uvid́ıme v daľśıch větách. Pozna-
menejme jen, že nerovnosti tvaru podobného (∗) se přirozeně odvozuj́ı
z Větičky XVII.1, tedy z tam zmı́něné integrálńı rovnice.

• Důkaz lemmatu:

Zavedeme si pomocnou funkci

v(t) = a+

∫ t

t0

(αu(s) + β) ds, t ∈ 〈t0, t1).

Protože funkce u je spojitá ma 〈t0, t1), je funkce v dobře definovaná na
intervalu 〈t0, t1) (podle Věty VIII.5, integrál uvažujeme Riemann̊uv).
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Nav́ıc podle Věty VIII.7 plat́ı

v′(t) = αu(t) + β, t ∈ (t0, t1).

Protože podle (∗) je u(t) ≤ v(t) pro t ∈ 〈t0, t1), dostáváme

v′(t) = αu(t) + β ≤ αv(t) + β, t ∈ (t0, t1).

Tedy pro každé t ∈ (t0, t1) plat́ı

v′(t)− αv(t) ≤ β,

v′(t)e−αt − αv(t)e−αt ≤ βe−αt,

(v(t)e−αt)′ ≤ βe−αt,

tedy ∫ t

t0

(v(s)e−αs)′ ds ≤
∫ t

t0

βe−αs ds,

v(t)e−αt − v(t0)e
−αt0 ≤ [−β

α
e−αs]tt0

v(t)e−αt − ae−αt0 ≤ −β
α
e−αt + β

α
e−αt0 ,

v(t)e−αt ≤ ae−αt0 − β
α
e−αt + β

α
e−αt0

v(t) ≤ aeα(t−t0) − β
α

+
β

α
eα(t−t0) ≤ (a+ β

α
)eα(t−t0).

Protože u(t) ≤ v(t), dostáváme vztah (∗∗).

• Lemma je formulováno pro interval 〈t0, t1), kde t1 > t0.

Jeho analogie ovšem plat́ı i pro interval (t1, t0〈, kde t1 < t2.

V tom př́ıpadě z předpokladu, že funkce u splňuje

∀t ∈ (t1, t0〉 : u(t) ≤ a+

∫ t0

t

(αu(s) + β) ds (◦)

plyne, že plat́ı nerovnost

∀t ∈ t ∈ (t1, t0〉 : u(t) ≤ (a+ β
α

)eα(t0−t). (◦◦)

Důkaz lze provést stejným zp̊usobem, př́ıpadně odvodit z p̊uvodńıho
tvrzeńı aplikovaného na funkci ũ(t) = u(−t) na intervalu 〈−t0,−t1).
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K Větě XVII.12:

• Tato věta ř́ıká, že za jistých předpoklad̊u jsou maximálńı řešeńı defi-
novaná na největš́ıch myslitelných intervalech.

Že to neńı něco samozřejmého, v́ıme z metod řešeńı r̊uzných typ̊u rov-
nic.

Např́ıklad pro rovnice se separovanými proměnnými bylo určeńı in-
terval̊u d̊uležitou součást́ı postupu řešeńı. Stejně tak při vyšetřováńı
autonomńıch rovnic.

Naproti tomu u lineárńıch rovnic je řešeńı automaticky definované na
největš́ım myslitelném intervalu. Pro lineárńı rovnice prvńıho řádu to
vyšlo z metody řešeńı, pro rovnice vyšš́ıch řád̊u a pro soustavy je to
d̊usledek právě této věty.

• Předpoklady a tvrzeńı věty:

◦ Tato věta se týká soustav

x′ = f(t,x),

kde vektorové zobrazeńı f je definované a spojité na otevřené
množině G tvaru

G = (a, b)×Rn,

kde (a, b) je nějaký otevřený interval.

To znamená, že f(t,x) je definovaná pro t ∈ (a, b) a libovolné
x ∈ Rn.

Za této situace je interval (a, b) největš́ım myslitelným intervalem,
na němž může být definováno nějaké řešeńı.

◦ Daľśım předpokladem je odhad
”
r̊ustu“ zobrazeńı f v x, tj. v

proměnných x1, . . . , xn.

Přesněji – předpokládáme, že existuj́ı funkce α, β spojité na inter-
valu (a, b) takové, že

∀[t,x] ∈ G : ‖f(t,x)‖ ≤ α(t)‖x‖+ β(t).

Ř́ıká se tomu, že r̊ust je
”
nejvýše lineárńı“. Znamená to, že veli-

kost f(t,x) roste při rostoućı ‖x‖ (tj. vzdálenosti x od počátku)
srovnatelně s ‖x‖.
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Poznamenejme, že toto omezeńı se vztahuje na chováńı při ros-
toućı ‖x‖, nikoli na chováńı s t́ım, jak se t bĺıž́ı ke krajńım bod̊um
intervalu (a, b).

◦ I když to v předpokladech neńı uvedeno, obvykle se předpokládá,
že funkce α, β jsou nezáporné.

Kdyby nebyly nezáporné, nahradili bychom je funkcemi |α|, |β| a
předpoklad bude splněn zřejmě také.

◦ Za uvedených předpoklad̊u věta ř́ıká, že každé maximálńı řešeńı je
definováno na celém intervalu (a, b), tj. na největš́ım myslitelném
intervalu.

• Základńı postup d̊ukazu:

Necht’ x je maximálńı řešeńı definované na intervalu (c, d) ⊂ (a, b).

Ćılem je dokázat, že (c, d) = (a, b), tj. c = a a d = b.

Důkaz se provede sporem. Předpokládejme, že d < b.

Zvolme nějaké t0 ∈ (c, d).

S použit́ım Větičky XVII.1, předpoklad̊u věty a Lemmatu XVII.11
dokážeme, že vektorová funkce x je omezená na intervalu 〈t0, d), tj.
existuje M > 0, že

∀t ∈ 〈t0, d) : ‖x(t)‖ ≤M.

Pak ovšem

K = 〈t0, d〉 ×B(o,M) = {(t,y) ∈ R×Rn : t ∈ 〈t0, d〉, ‖y‖ ≤M}

je kompaktńı podmnožina G a přitom plat́ı

∀t ∈ 〈t0, d) : [t,x(t)] ∈ K.

To je ovšem spor s Větou XVII.12. Proto muśı být d = b.

Rovnost c = a se dokáže analogicky.
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Pro n = 1 situaci ilustruje obrázek:

M

−M

dt0
0 a

G

b

K

Množina G je pás (a, b) ×R, množina K je modrý obdélńık obsažený
v tomto pásu. Pro vyšš́ı dimenze je obráze obdobný – K je v tomto
př́ıpadě

”
válec“, jehož podstavou je n-rozměrná koule o poloměru M .

• Důkaz pro n = 1:

Stejně jako ve Větě XVII.10 provedeme d̊ukaz pro n = 1 a pak vysvětĺıme,
v čem se lǐśı obecný př́ıpad.

Krok 1: Máme rovnici x′ = f(t, x), f je spojitá funkce na (a, b)×R,
α, β jsou nezáporné spojité funkce na (a, b) a plat́ı nerovnost z
předpoklad̊u věty.

Předpokládejme, že x : (c, d) → R je maximálńı řešeńı rovnice
x′ = f(t, x) a přitom plat́ı d < b.

Zvolme t0 ∈ (c, d).

Krok 2: Podle Větičky XVII.1 plat́ı

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds, t ∈ 〈t0, d).

Krok 3: Funkce α a β jsou spojité na intervalu (a, b), tedy i na in-
tervalu 〈t0, d〉. Proto na tomto intervalu nabývaj́ı svého maxima.
Označme

αm = 1 + max
t∈〈t0,d〉

α(t), βm = max
t∈〈t0,d〉

β(t).
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Krok 4: Z Kroku 2 a z předpoklad̊u věty plyne, že pro každé t ∈ 〈t0, d)
plat́ı

|x(t)| =
∣∣∣∣x(t0) +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds

∣∣∣∣ VIII.3(v)
≤ |x(t0)|+

∫ t

t0

|f(s, x(s))| ds

≤ |x(t0)|+
∫ t

t0

(α(s)|x(s)|+ β(s)) ds

Krok 3
≤ |x(t0)|+

∫ t

t0

(αm|x(s)|+ βm) ds

Krok 5 Z Kroku 4 plyne, že jsou splněny předpoklady Lemmatu XVII.11
pro funkci u(t) = |x(t)| na intervalu 〈t0, d) (pro |x(t0)|, αm, βm
mı́sto a, α, β – uvědomme si, že αm > 0).

Podle Lemmatu XVII.11 tedy pro každé t ∈ 〈t0, d) plat́ı

|x(t)| ≤
(
|x(t0)|+ βm

αm

)
eαm(t−t0) ≤

(
|x(t0)|+ βm

αm

)
eαm(d−t0).

Položme M =
(
|x(t0)|+ βm

αm

)
eαm(d−t0). Pak M je kladné reálné

č́ıslo a plat́ı
∀t ∈ 〈t0, d) : |x(t)| ≤M.

Krok 6: Položme

K = {[t, y] ∈ R×R : t ∈ 〈t0, d〉, |y| ≤M} = 〈t0, d〉 × 〈−M,M〉.

Pak K je uzavřená a omezená množina, je tedy kompaktńı. Nav́ıc
K ⊂ G a z Kroku 5 plyne, že

∀t ∈ 〈t0, d) : [t, x(t)] ∈ K.

To je ovšem spor s Větou XVII.10.

T́ım je d̊ukaz proveden.

• Důkaz pro obecné n je velmi podobný:

Mı́sto x a f ṕı̌seme x a f a mı́sto |x(t)| poč́ıtáme s ‖x(t)‖.
Pak kroky 1 až 3 jsou zcela stejné.
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V Kroku 4 je výpočet trochu složitěǰśı:

Máme

‖x(t)‖ =

∥∥∥∥x(t0) +

∫ t

t0

f(s,x(s)) ds

∥∥∥∥ IX.9(iv)
≤ ‖x(t0)‖+

∥∥∥∥∫ t

t0

f(s,x(s)) ds

∥∥∥∥ .
Druhý sč́ıtanec odhadujeme podobně jako v d̊ukazu Věty XVII.10:

∥∥∥∥∫ t

t0

f(s,x(s)) ds

∥∥∥∥ =

√√√√ n∑
i=1

∣∣∣∣∫ t

t0

fi(s,x(s)) ds

∣∣∣∣2 VIII.3(v)

≤

√√√√ n∑
i=1

(∫ t

t0

|fi(s,x(s))| ds
)2

≤

√√√√ n∑
i=1

(∫ t

t0

(α(s)‖x(s)‖+ β(s)) ds

)2

=
√
n ·
∫ t

t0

(α(s)‖x(s)‖+ β(s)) ds
Krok 1

≤
√
n ·
∫ t

t0

(αm‖x(s)‖+ βm) ds.

Tedy

∀t ∈ 〈t0, d) : ‖x(t)‖ ≤ ‖x(t0)‖+
√
n ·
∫ t

t0

(αm‖x(s)‖+ βm) ds.

V Kroku 5 si všimneme, že jsou splněny předpoklady Lemmatu XVII.11
pro funkci u(t) = ‖x(t)‖ na intervalu 〈t0, d) (s č́ısly ‖x(t0)‖,

√
n ·

αm,
√
n · βm mı́sto a, α, β), a tedy

‖x(t)‖ ≤
(
‖x(t0)‖+ βm

αm

)
e
√
n·αm(t−t0) ≤

(
‖x(t0)‖+ βm

αm

)
e
√
n·αm(d−t0).

Polož́ıme M =
(
‖x(t0)‖+ βm

αm

)
e
√
n·αm(d−t0) a dojdeme k témuž závěru.

Krok 6 je opět zcela analogický, polož́ıme-li

K = {[t,y] ∈ R×Rn : t ∈ 〈t0, d〉, ‖y‖ ≤M} = 〈t0, d〉 ×B(o,M).

Závěr je stejný.
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K Větě XVII.13:

• Této větě se ř́ıká
”
věta o spojité závislosti na počátečńıch podmı́nkách“.

Ř́ıká totiž, že za daných předpoklad̊u malá změna počátečńıch podmı́nek
vyvolá malou změnu řešeńı.

Použ́ıvá k tomu formulaci typu
”
∀ε > 0 ∃δ > 0 . . .“, podobnou formu-

laci použité v definici spojitosti.

• Základńı předpoklady jsou tyto:

◦ Uvažujeme soustavu x′ = f(t,x).

◦ Vektorové zobrazeńı f je definováno na nějaké otevřené množině
G ⊂ R×Rn a splňuje tam předpoklady Věty XVII.3.

Tedy, speciálně z Věty XVII.3 plyne, že pro každý bod [t0,x0] ∈ G
existuje právě jedno maximálńı řešeńı x soustavy, které splňuje
počátečńı podmı́nku x(t0) = x0.

◦ Dále máme dáno maximálńı řešeńı x soustavy, (α, β) je interval,
na kterém je definováno.

Nakonec máme dáno t0 ∈ (α, β) a body τ1 ∈ (α, t0) a τ2 ∈ (t0, β).

To lze interpretovat tak, že máme dán uzavřený interval 〈τ1, τ2〉 ⊂
(α, β), který obsahuje t0 jako sv̊uj vnitřńı bod.
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• Co ř́ıká tvrzeńı věty, vysvětĺıme mj. s pomoćı následuj́ıćıho obrázku.

G

t0τ1 τ2

}
ε

τ2

}
ε

}δ

Černě je vyznačen graf maximálńıho řešeńı x. Dále je vyznačen uzavřený
interval 〈τ1, τ2〉 obsažený v defičńım oboru x a jeho vnitřńı bod t0.

Pak pro každé ε > 0 existuje δ > 0, že cosi plat́ı.

A to cosi je toto: Pokud y je maximálńı řešeńı soustavy splňuj́ıćı
‖y(t0) − x(t0)‖ < δ, tj. jeho graf prot́ıná modře vyznačenou úsečku,
pak plat́ı:

◦ y je definováno alespoň na intervalu 〈τ1, τ2〉 (tj. definičńım oborem
y je otevřený interval obsahuj́ıćı interval 〈τ1, τ2〉);
◦ ∀t ∈ 〈τ1, τ2〉 : ‖y(t) − x(t)‖ < ε, tj. graf y na intervalu 〈τ1, τ2〉 je

obsažen v pásu o š́ı̌rce ε kolem grafu x (na obrázku jde o oranžově
vyznačenou plochu).

Červeně jsou vyznačeny grafy dvou maximálńıch řešeńı, na něž lze tvr-
zeńı věty aplikovat.
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• Základńı postup d̊ukazu:

G

t0τ1 τ2

}
ε

τ2

}
εK

Je dáno x, t0, τ1, τ2 a ε > 0.

Pak
K = {[t, z] ∈ R×Rn : t ∈ 〈τ1, τ2〉, ‖z − x(t)‖ ≤ ε}

je omezená a uzavřená množina, je tedy kompaktńı.

Pokud ε > 0 je dost malé, je K ⊂ G.

Tedy, je-li y maximálńı řešeńı takové, že ‖y(t0) − x(t0)‖ < ε, pak
[t0,y(t0)] ∈ K, a tedy podle Věty XVII.10 existuj́ı t1 < t0 a t2 > t0, že
body [t1,y(t1)] a [t2,y(t2)] nelež́ı v K.

Aplikujeme Lemmatu XVII.11 na funkci ‖y(t)− x(t)‖ a spočteme, že
pro dost malé ‖y(t0) − x(t0)‖ se nemůže stát, že t2 ≤ τ2 a
‖y(t2)− x(t2)‖ > ε.

Proto t2 > τ2 a pro t ∈ 〈t0, τ2〉 je ‖y(t)− x(t)‖ ≤ ε.

Podobný postup se provede pro t1 a τ1.

Tak vyjde tvrzeńı věty.

Dá se to stručně formulovat následovně:

Graf řešeńı y muśı opustit kompakt K. To lze udělat dvěma zp̊usoby –
ve směru svislém (vzdáleńım se od grafu x) nebo ve směru vodorovném
(opuštěńım intervalu 〈τ1, τ2〉. Přitom, pokud y(t0) je dost bĺızko x(t0),
prvńı možnost nenastane.
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• Důkaz pro n = 1:

I tuto větu dokážeme nejprve pro n = 1 a pak vysvětĺıme, co je třeba
udělat v obecném př́ıpadě.

Krok 1: Máme dánu rovnici x′ = f(t, x), f je funkce dvou proměnných
definovaná na otevřené množiněG ⊂ R2, která splňuje předpoklady
Věty XVII.3 – tedy je spojitá na G a ∂f

∂x
je také spojitá na G.

Dále máme dáno maximálńı řešeńı x, které je definováno na in-
tervalu (α, β), č́ısla τ1, t0, τ2 splňuj́ıćı α < τ1 < t0 < τ2 < β a
ε > 0.

Krok 2: Položme

A = {[t, x(t)] : t ∈ 〈τ1, τ2〉} = {[t, z] ∈ R2 : t ∈ 〈τ1, τ2〉, z = x(t)}.

Z předpoklad̊u plyne, že A ⊂ G. Nav́ıc je A zřejmě uzavřená (d́ıky
spojitosti funkce x lze snadno ukázat, že posloupnost v A nemůže
konvergovat mimo A).

A je dále omezená, protože funkce x je omezená na intervalu
〈τ1, τ2〉.
Závěr: A je neprázdná kompaktńı podmnožina G.

Krok 3: Pokud G $ R2, uvažme funkci

h(t, z) = dist([t, z],R2 \G) = inf{ρ([t, z], [t′, z′]) : [t′, z′] ∈ R2 \G}

pro [t, z] ∈ R2. Pak h je dobře definovaná funkce na R2, protože
uvedené infimum existuje (př́ıslušná množina je neprázdná, protože
R2 \G 6= ∅, a zdola omezená, protože 0 je dolńı závora).

Nav́ıc pro každé [t, z] ∈ G he h(t, z) > 0: Necht’ [t, z] ∈ G. Protože
G je otevřená, existuje r > 0, že B([t, z], r) ⊂ G, a tedy r je dolńı
závorou množiny z definice, proto h(t, z) ≥ r.
Nav́ıc h je spojitá funkce, protože pro každé dva body [t1, z1], [t2, z2] ∈ R2

plat́ı
‖h(t1, z1)− h(t2, z2)‖ ≤ ρ([t1, z1], [t2, z2]). (∗)

Mějme tedy [t1, z1], [t2, z2] ∈ R2. Zvolme libovolné θ > 0. Pak existuje [t, z] ∈
R2 \G splňuj́ıćı

ρ([t2, z2], [t, z]) < h(t2, z2) + θ.

Pak plat́ı

ρ([t1, z1], [t, z]) ≤ ρ([t1, z1], [t2, z2])+ρ([t2, z2], [t, z]) < ρ([t1, z1], [t2, z2])+h(t2, z2)+θ,
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tedy
h(t1, z1) ≤ ρ([t1, z1], [t2, z2]) + h(t2, z2) + θ,

neboli
h(t1, z1)− h(t2, z2) ≤ ρ([t1, z1], [t2, z2]) + θ.

Protože θ > 0 je libovolné, máme

h(t1, z1)− h(t2, z2) ≤ ρ([t1, z1], [t2, z2]). (◦)

Pokud prohod́ıme roli [t1, z1] a [t2, z2], dostaneme

h(t2, z2)− h(t1, z1) ≤ ρ([t2, z2], [t1, z1]). (◦◦)

Kombinaćı nerovnost́ı (◦) a (◦◦) dostaneme nerovnost (∗), a tedy spojitost

funkce h.

Protože funkce h je spojitá a kladná na kompaktńı množině A,
nabývá na ńı minima a toto minimum je kladné.

V tomto př́ıpadě položme

η = min{ε, 1
2

minh(A)}.

Pokud G = R2, nic nepoč́ıtáme a rovnou polož́ıme η = ε.

Krok 4: Označme

K = {[t, z] ∈ R2 : t ∈ 〈τ1, τ2〉, |z − x(t)| ≤ η}.

Pak K je uzavřená a omezená množina, je tedy kompaktńı.

Nav́ıc je K ⊂ G. (V př́ıpadě, že G = R2, je to zřejmé, v př́ıpadě,
že G $ R2 to plyne z volby η v Kroku 3.)

Krok 5: Z předpoklad̊u zmı́něných v Kroku 1 v́ıme, že funkce ∂f
∂x

je
spojitá na množině G, tedy i na K.

ProtožeK je kompaktńı, je ∂f
∂x

omezená naK, tedy existujeM > 0,
že

∀[t, z] ∈ K :
∣∣∂f
∂x

(t, z)
∣∣ ≤M.
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Krok 6: ∀t ∈ 〈τ1, τ2〉 ∀z1, z2 ∈ R :

[t, z1], [t, z2] ∈ K ⇒ |f(t, z2)− f(t, z1)| ≤M · |z2 − z1|.
Důkaz: Mějme t ∈ 〈τ1, τ2〉. Uvažme funkci

ϕ(z) = f(t, z), z ∈ 〈x(t)− η, x(t) + η〉.
Pak ϕ je spojitá na intervalu 〈x(t) − η, x(t) + η〉 a v každém
vnitřńım bodě má vlastńı derivaci (rovnou ∂f

∂x
(t, z)).

Necht’ nyńı z1, z2 ∈ R jsou taková, že [t, z1], [t, z2] ∈ K. Pak
z1, z2 ∈ 〈x(t)−η, x(t) +η〉. Pokud z1 = z2, pak dokazovaná nerov-
nost je triviálńı (plat́ı dokonce rovnost).

Necht’ tedy z1 6= z2. Protože role z1 a z2 jsou symetrické, můžeme
předpokládat, že z1 < z2. Pak funkce ϕ splňuje na intervalu 〈z1, z2〉
předpoklady Lagrangeovy věty (Věta IV.33), a tedy existuje ξ ∈
(z1, z2), že ϕ(z2)− ϕ(z1) = ϕ′(ξ)(z2 − z1). Pak

|f(t, z2)− f(t, z1)| = |ϕ(z2)− ϕ(z1)| = |ϕ′(ξ)(z2 − z1)|
=
∣∣∂f
∂x

(t, ξ)(z2 − z1)
∣∣ ≤M |z2 − z1|.

Krok 7: Necht’ y je nějaké řešeńı rovnice definované na intervalu (c, d)
obsahuj́ıćım bod t0.

Předpokládejme, že

∀t ∈ (c, d) : [t, y(t)] ∈ K.
Z toho speciálně plyne, že c ≥ τ1 > α a d ≤ τ2 < β.

Krok 8: Z Větičky XVII.1 plyne, že

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds, t ∈ (α, β),

y(t) = y(t0) +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds, t ∈ (c, d).

Krok 9: Pro každé t ∈ 〈t0, d) plat́ı:

|y(t)− x(t)| =
∣∣∣∣y(t0)− x(t0) +

∫ t

t0

(f(s, y(s))− f(s, x(s))) ds

∣∣∣∣
VIII.3(v)
≤ |y(t0)− x(t0)|+

∫ t

t0

|f(s, y(s))− f(s, x(s))| ds

Krok 6
≤ |y(t0)− x(t0)|+

∫ t

t0

M |y(s)− x(s)| ds.
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Krok 10: Z Kroku 9 plyne, že funkce u(t) = |y(t)−x(t)| splňuje na in-
tervalu 〈t0, d) předpoklady Lemmatu XVII.11 (a = |y(t0)−x(t0)|,
α = M , β = 0). Z tohoto lemmatu tedy plyne, že

∀t ∈ 〈t0, d) : |y(t)− x(t)| ≤ |y(t0)− x(t0)|eM(t−t0) ≤ |y(t0)− x(t0)|eM(d−t0)

≤ |y(t0)− x(t0)|eM(τ2−t0).

Krok 11: Pokud Kroky 9 a 10 použijeme na interval (c, t0〉, dostaneme

∀t ∈ (c, t0〉 : |y(t)− x(t)| ≤ |y(t0)− x(t0)|eM(t0−τ1)

Krok 12: Zvolme δ ∈ (0, η) takové, aby

δeM(τ2−t0) < η
2

a zároveň δeM(t0−τ1) < η
2
.

Dokážeme, že pro toto δ plat́ı závěr věty:

Necht’ tedy y je maximálńı řešeńı rovnice splňuj́ıćı |y(t0)−x(t0)| <
δ. Označme interval, na kterém je definováno (α′, β′).

Položme
d = inf{t ∈ (t0, β

′) : [t, y(t)] /∈ K}.
– Množina na pravé straně je neprázdná (podle Věty XVII.10) a

zdola omezená (t0 je dolńı závora), proto d je dobře definováno
a d ∈ 〈t0, β′).

– Zřejmě plat́ı d ≤ τ2. (Protože pro t ∈ (t0, d) je [t, y(t)] ∈ K.)

– Dále plat́ı d > t0: Funkce y(t)−x(t) je spojitá a |y(t0)−x(t0)| < δ.
Proto existuje θ > 0 splňuj́ıćı t0 + θ < τ2, že pro každé
t ∈ (t0 − θ, t0 + θ) je |y(t)− x(t)| < δ.
Pak ovšem pro t ∈ (t0−θ, t0+θ) je [t, y(t)] ∈ K, tedy d ≥ t0+θ.

– Je tedy d ∈ (t0, τ2〉 a zároveň d < β′.

Z Kroku 9 plyne, že

∀t ∈ 〈t0, d) : |y(t)−x(t)| ≤ |y(t0)−x(t0)|eM(τ2−t0) < δeM(τ2−t0) < η
2
,

tedy (podle věty o limitě a nerovnostech, viz Věta IV.5(ii)) i

|y(d)− x(d)| ≤ η
2
< η

Z toho ovšem plyne (protože funkce y − x je spojitá), že existuje
θ > 0, že (d − θ, d + θ) ⊂ (α′, β′) a pro t ∈ (d − θ, d + θ) plat́ı
|y(t)− x(t)| < η.
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Z toho dostáváme d = τ2:

– Kdyby totiž d < τ2, pak by pro každé t ∈ (d,min{d + θ, τ2})
platilo [t, y(t)] ∈ K.

– Zároveň by z definice d jakožto infima plynulo, že muśı exis-
tovat t ∈ (d,min{d+ θ, τ2}), pro které [t, x(t)] /∈ K.

To je ovšem spor.

Je tedy opravdu d = τ2. Proto β′ > τ2 a pro každé t ∈ 〈t0, τ2〉 plat́ı
(jak je spočteno výše)

|y(t)− x(t)| ≤ η
2
< η ≤ ε.

Analogicky se dokáže, že α′ < τ1 a pro t ∈ 〈τ1, t0〉 plat́ı

|y(t)− x(t)| ≤ η
2
< η ≤ ε.

A to je přesně to, co jsme měli dokázat.

• Důkaz pro obecné n je velmi podobný:

Mı́sto f, x, y ṕı̌seme f ,x,y, máme G ⊂ R×Rn = Rn+1.

V Kroku 1 splněńı předpoklad̊u Věty XVII.3 znamená, že f je spojité
na G a funkce

∂fi
∂xj
, i, j = 1, . . . , n

jsou spojité na G.

Kroky 2,3,4 jsou zcela stejné.

V Kroku 5 dostaneme, že existuje M > 0, že

∀[t, z] ∈ K ∀i, j ∈ {1, . . . , n} :
∣∣∣ ∂fi∂xj

(t, z)
∣∣∣ ≤M.
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V Kroku 6 dokážeme nerovnosti

∀i ∈ {1, . . . , n} ∀t ∈ 〈τ1, τ2〉 ∀z1, z2 ∈ Rn :

[t, z1], [t, z2] ∈ K ⇒ |fi(t, z2)− fi(t, z1)| ≤
√
n ·M · ‖z2 − z1‖.

Postupujeme takto:

Zvolme libovolné i ∈ {1, . . . , n} a t ∈ 〈τ1, τ2〉.
Definujme funkci

ϕi(z) = fi(t, z), t ∈ B(x(t), 2η).

Dı́ky volbě η v Kroku 3 je ϕi dobře definovaná, d́ıky předpoklad̊um
zmı́něným v Kroku 1 je ϕi tř́ıdy C1 na B(x(t), 2η).

Necht’ nyńı z1, z2 ∈ Rn jsou takové, že [t, z1], [t, z2] ∈ K.

Pak z1, z2 ∈ B(x(t), η) ⊂ B(x(t), 2η), a tedy podle Věty V.20 existuje
s ∈ (0, 1), že

ϕi(z
2)− ϕi(z1) =

n∑
j=1

∂ϕi

∂xj
(sz2 + (1− s)z1)(z2j − z1j ).

Označme
z0 = sz2 + (1− s)z1.

Pak z0 ∈ B(x(t), η) (protože toto je konvexńı množina), a tedy [t, z0] ∈
K.

Máme tedy

|fi(t, z2)− fi(t, z1)| = |ϕi(z2)− ϕi(z1)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∂ϕi

∂xj
(sz2 + (1− s)z1)(z2j − z1j )

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∂ϕi

∂xj
(z0)(z2j − z1j )

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∂fi
∂xj

(t, z0)(z2j − z1j )

∣∣∣∣∣
I.1
≤

√√√√ n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

(t, z0)
)2
·

√√√√ n∑
j=1

(z2j − z1j )2︸ ︷︷ ︸
=‖z2−z1‖

Krok 5
≤

√√√√ n∑
j=1

M2 · ‖z2 − z1‖ =
√
n ·M · ‖z2 − z1‖.
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Kroky 7 a 8 jsou opět stejné.

V Kroku 9 poč́ıtáme:

Pro každé t ∈ 〈t0, d) plat́ı:

‖y(t)− x(t)‖ =

∥∥∥∥y(t0)− x(t0) +

∫ t

t0

(f(s,y(s))− f(s,x(s))) ds

∥∥∥∥
V.1(iv)
≤ ‖y(t0)− x(t0)‖+

∥∥∥∥∫ t

t0

(f(s,y(s))− f(s,x(s))) ds

∥∥∥∥
Druhý sč́ıtanec odhadujeme:

∥∥∥∥∫ t

t0

(f(s,y(s))− f(s,x(s))) ds

∥∥∥∥ =

√√√√ n∑
i=1

(∫ t

t0

(fi(s,y(s))− fi(s,x(s))) ds

)2

VIII.3(v)
≤

√√√√ n∑
i=1

(∫ t

t0

|fi(s,y(s))− fi(s,x(s))| ds
)2

Krok 6
≤

√√√√ n∑
i=1

(∫ t

t0

√
n ·M · ‖y(s)− x(s))‖ ds

)2

=
√
n ·
∫ t

t0

√
n ·M · ‖y(s)− x(s))‖ ds

=

∫ t

t0

n ·M · ‖y(s)− x(s))‖ ds.

Tedy

∀t ∈ 〈t0, d) : ‖y(t)−x(t)‖ ≤ ‖y(t0)−x(t0)‖+
∫ t

t0

n·M ·‖y(s)−x(s))‖ ds.

V Kroku 10 si všimneme, že z Kroku 9 plyne, že funkce u(t) = ‖y(t)−x(t)‖
splňuje na intervalu 〈t0, d) předpoklady Lemmatu XVII.11 (a = ‖y(t0)−x(t0)‖,
α = n ·M , β = 0). Z tohoto lemmatu tedy plyne, že

∀t ∈ 〈t0, d) : ‖y(t)− x(t)‖ ≤ ‖y(t0)− x(t0)‖enM(t−t0) ≤ ‖y(t0)− x(t0)‖enM(d−t0)

≤ ‖y(t0)− x(t0)‖enM(τ2−t0).
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V Kroku 11 si všimneme, že použit́ım Krok̊u 9 a 10 na interval (c, t0〉
dostaneme

∀t ∈ (c, t0〉 : ‖y(t)− x(t)‖ ≤ ‖y(t0)− x(t0)‖enM(t0−τ1).

V Kroku 12 zvoĺıme δ ∈ (0, η) takové, aby

δenM(τ2−t0) < η
2

a zároveň δenM(t0−τ1) < η
2

a dále postupujeme již zcela stejně až do konce d̊ukazu.
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