
Komentář k odd́ılu XVII.3: Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rov-
nic s konstantńımi koeficienty – metoda řešeńı

K obsahu a smyslu tohoto odd́ılu:

• V předchoźım odd́ılu jsme si ukázali, jaký tvar má množina řešeńı sou-
stavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic – množina řešeńı homogenńı sou-
stavy je vektorový prostor, jehož dimenzi známe (je rovna n – počtu
rovnic). A v př́ıpadě, že známe fundamentálńı systém řešeńı homogenńı
soustavy, umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı soustavy.

• Co ovšem v praxi neumı́me, je naj́ıt fundamentálńı systém řešeńı ho-
mogenńı soustavy.

Umı́me to v př́ıpadě, že jde o jednu rovnici (viz Kapitola XV), už pro
soustavu dvou rovnic to obecně neumı́me.

• V tomto odd́ılu se nauč́ıme, jak naj́ıt fundamentálńı systém v př́ıpadě,
že maticová funkce A(t) je konstantńı (nezáviśı na t).

Použijeme k tomu jednak λ-matice a jejich eliminaci a jednak metody
z odd́ılu XVI.2.

• Soustavy, kterými se budeme zabývat v tomto odd́ılu, maj́ı tedy tvar

x′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + b1(t),

x′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + b2(t),

...

x′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn + bn(t),

(∗)

kde x1, . . . , xn jsou neznámé funkce, aij, i, j ∈ {1, . . . , n} jsou zadaná
reálná č́ısla (konstantńı koeficienty) a bj, j ∈ {1, . . . , n} jsou zadané
funkce spojité na nějakém intervalu (α, β).

Vektorový zápis je pak

x′ = Ax + b(t), (∗∗)

kde x je neznámá vektorová funkce, A je čtvercová matice řádu n a b
je zadaná vektorová funkce spojitá na intervalu (α, β).
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λ-matice a Věta XVII.9:

• λ-matice jsou součást́ı metody řešeńı soustavy (∗∗). Nyńı se chv́ıli bu-
deme věnovat pouze jim, vztah k řešeńı soustavy vysvětĺıme později.

• λ-matice je matice, jej́ıž prvky jsou polynomy v proměnné λ. Několik
př́ıklad̊u λ-matic typu 2× 2:(

λ− 1 λ3 − 2λ
7 5λ

)
,

(
λ3 − 1 2λ

2λ 0

)
,

(
5 2
3 5

)
.

Obyčejné matice, jejichž prvky jsou č́ısla, jsou speciálńım př́ıpadem
λ-matic.

• Pro λ-matice také definujeme řádkové úpravy, které jsou podobné těm
z Kapitoly VI:

(a) Prohozeńı dvou řádk̊u.

To je zcela stejné jako v Kapitole VI.

(b) Vynásobeńı jednoho řádku nějakou nenulovou konstantou.

Např́ıklad: vynásobeńı prvńıho řádku č́ıslem 7 nebo vynásobeńı
druhého řádku č́ıslem −1

2
.

Opět je to zcela analogické jako v Kapitole VI.

(c) Přičteńı P (λ)-násobku jednoho řádku k jinému řádku.

Např́ıklad: přičteńı (λ + 2)-násobku druhého řádku k prvńımu
řádku nebo přičteńı (λ2+2λ−1)-násobku prvńıho řádku k třet́ımu
řádku.

To je opět podobné jako v Kaptiotole VI, ale zde je rozd́ıl v tom,
že přič́ıtáme

”
polynomiálńı násobek“.

• Upozorněńı: Třebaže jsou úpravy podobné jako v Kapitole VI, je zde
určitý d̊uležitý rozd́ıl:

V úpravách třet́ıho druhu můžeme přič́ıtat polynomiálńı násobky, ale
v úpravách druhého druhu můžeme řádek násobit pouze konstantnou.

K zakázaným úpravám patř́ı třeba násobeńı řádku λ nebo děleńı řádku
λ. To je kĺıčová věc, d̊uvod pro to vysvětĺıme později, při výkladu
použit́ı pro soustavy diferenciálńıch rovnic.
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• Věta XVII.9 ř́ıká, že každou λ-matici můžeme nějakou posloupnost́ı
řádkových úprav převést na schodovitou.

Schodovitá λ-matice má stejnou definici i stejný význam jako schodo-
vitá matice známá z Kapitoly VI – pro každý řádek (kromě prvńıho)
plat́ı, že je bud’ nulový nebo zač́ıná v́ıce nulami než předchoźı řádek.

Důkaz je analogický d̊ukazu Věty VI.5(i). Důkaz, který si ukážeme, je
i v tomto př́ıpadě návodem, jak úpravy provést.

• Důkaz Věty XVII.9:

Mějme λ-matici
A = (aij(λ)) i=1,...,m

j=1,...,n
.

Důkaz provedeme matematickou indukćı podle počtu řádk̊u λ-matice,
tj podle m.

Krok 1, m = 1: Pokud λ-matice má jen jeden řádek, už je schodovitá,
takže neńı třeba nic dělat.

Krok 2, m→ m+ 1: Předpokládejme, že m ∈ N je takové, že tvr-
zeńı plat́ı pro λ-matice o m řádćıch. Necht’ A je λ-matice o m+ 1
řádćıch, tedy typu (m+ 1)× n pro nějaké n ∈ N. Budeme postu-
povat následovně:

Pokud A je nulová λ-matice, je již schodovitá a jsme hotovi.

Pokud A neńı nulová, najdeme nejmenš́ı k, pro které k-tý sloupec
neńı nulový.

Nyńı ukážeme, že

řádkovými úpravami lze doćılit situace,

že a1k(λ) je nenulový polynom

a aik(λ) = 0 pro i = 2, . . . ,m+ 1.

(♠)

K tomu účelu se pod́ıvejme na polynomy v k-tém sloupci a označme
r nejmenš́ı stupeň, který má nějaký nenulový z nich. Formálně
zapsáno

r = min{stupeň aik(λ) : i ∈ {1, . . . ,m+1}, aik(λ) neńı nulový polynom}.

Tvrzeńı (♠) dokážeme indukćı podle r. (r je dobře definováno
nezáporné celé č́ıslo, protože aspoň jeden z uvedených polynomů
je nenulový.)
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Krok 1, r = 0: Pokud r = 0, znamená to, že existuje takové i,
že aik(λ) je nenulový polynom stupně 0, tedy nenulová kon-
stanta.
Pokud přehod́ıme prvńı a i-tý řádek, dosáhneme toho, že na
mı́stě 1k je nenulová konstanta.
Můžeme tedy předpokládat, že a1k je nenulová konstanta.
Pak postupně pro j = 2, . . . ,m + 1 k j-tému řádku přičteme
(− 1

a1k
ajk(λ))-násobek prvńıho řádku. Protože a1k je nenulová

konstanta, jsou to př́ıpustné úpravy třet́ıho druhu.
T́ım jsme doćıli stavu popsaného v (♠) a d̊ukaz prvńıho kroku
je hotov.

Krok 2, r − 1→ r: Předpokládejme, že r ≥ 1 a že (♠) plat́ı v
př́ıpadě, že v k-tém sloupci existuje nenulový polynom stupně
menš́ıho než r.
Podle definice r existuje i ∈ {1, . . . ,m+ 1}, že aik(λ) je poly-
nom stupně r.
Pokud přehod́ıme prvńı a i-tý řádek, dosáhneme toho, že na
mı́stě 1k je polynom stupně r.
Můžeme tedy předpokládat, že a1k(λ) je polynom stupně r.
Nyńı pro i = 2, . . . , k provedeme následuj́ıćı postup:

Vyděĺıme (se zbytkem) polynom aik(λ) polynomem a1k(λ),
tj. najdeme polynomy pi(λ) a qi(λ) splňuj́ıćı

aik(λ) = pi(λ)a1k(λ) + qi(λ),

přičemž polynom qi(λ) je bud’ nulový nebo má stupeň
menš́ı než je stupeň polynomu a1k(λ). (Viz Věta VIII.17,
která ř́ıká, že toto lze provést.)
Pak k i-tému řádku přičteme −pi(λ)-násobek prvńıho
řádku. To je př́ıpustná úprava třet́ıho druhu.
Po této úpravě bude na mı́stě ik polynom qi(λ).

Když uvedený postup provedeme pro i = 2, . . . ,m+1, budeme
mı́t v k-tém sloupci polynomy a1k(λ), q2(λ), . . . , qm+1(λ).
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Nyńı jsou dvě možnosti:
Bud’ jsou všechny polynomy q2(λ), . . . , qm+1(λ) nulové. Pak
už jsme dosáhli stavu požadovaného v (♠).
Nebo je alespoň jeden z polynomů q2(λ), . . . , qm+1(λ) nenu-
lový. Pak má stupeň menš́ı než je stupeň a1k(λ), tedy menš́ı
než r. Podle indukčńıho předpokladu v tomto př́ıpadě (♠)
plat́ı.
T́ım je dokočen indukčńı krok.

Dosáhli jsme tedy toho, že v k-tém sloupci je prvńı prvek nenulový
polynom a všechny ostatńı prvky jsou nulové. Vytvořili jsme tedy

”
prvńı schod“.

Nyńı použijeme indukčńı předpoklad: λ-matici typu m× n, která
vznikne vynecháńım prvńıho řádku z výsledné λ-matice, lze dle
indukčńıho předpokladu pomoćı řádkových úprav převést na scho-
dovitou. To provedeme a pak opět přidáme vynechaný prvńı řádek,
č́ımž dostameme schodovitou λ-matici. T́ım je d̊ukaz proveden.

5



• Následuj́ıćı diagram zachycuje algoritmus vycházej́ıćı z uvedeného d̊ukazu
indukćı.

Kolik řádk̊u má A? Hotovo

Je A nulová λ-matice? Hotovo

Označme k pořad́ı prvńıho
nenulového sloupce A.

Označme r = min{st aik(λ) : aik(λ) 6= 0}. Zvolme i, aby st aik(λ) = r.

Prohod́ıme prvńı a i-tý řádek.

Pro každé j ≥ 2 pomoćı děleńı polynomů
najdeme polynomy pj(λ) a qj(λ) takové,

že ajk(λ) = pj(λ)a1k(λ) + qj(λ), kde
qj(λ) je nulový nebo st qj(λ) < r.

Pak k j-tému řádku přičteme
(−pj(λ))-násobek prvńıho řádku.

Jsou všechny polynomy
ajk(λ), j ≥ 2, nulové?

Prvńı řádek je hotov. Uvažujme
mı́sto A λ-matici, která z A

vznikne vynecháńım prvńıho řádku.

1

ANO

v́ıce než 1

NE

ANO

NE

• Při praktickém poč́ıtáńı si tento algoritmus můžeme upravit, aby se
výpočet zkrátil. Např́ıklad v kroku, kde děĺıme polynomy, lze děleńı
provádět jen do chv́ıle, kdy nám poprvé vyjde zbytek qj(λ) nenulový.
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Pak můžeme prohodit prvńı a j-tý řádek a dělit polynomem menš́ıho
stupně.

Pak př́ıslušná část algoritmu vypadá takto:

Označme r = min{st aik(λ) : aik(λ) 6= 0}. Zvolme i, aby st aik(λ) = r.

Prohod́ıme prvńı a i-tý řádek.

j := 2

Pomoćı děleńı polynomů najdeme
polynomy pj(λ) a qj(λ) takové, že

ajk(λ) = pj(λ)a1k(λ) + qj(λ), kde qj(λ)
je nulový nebo st qj(λ) < st a1k(λ).

Pak k j-tému řádku přičteme
(−pj(λ))-násobek prvńıho řádku.

Je polynom ajk(λ) nulový?

Prohod́ıme prvńı a j-tý řádek.

Je j-tý řádek posledńı?

Prvńı řádek je hotov. Uvažujme
mı́sto A λ-matici, která z A

vznikne vynecháńım prvńıho řádku.

j := j + 1

ANO

NE

NE

ANO
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Metoda řešeńı homogenńı soustavy x′ = Ax:

• Metodu si vysvětĺıme obecně a zároveň ilustrujeme na konkrétńım
př́ıkladu

A =


−2 9 9 9 −24
−1 5 4 4 −12
−1 1 2 0 −1
1 −1 −1 2 −2
0 1 1 2 −4



• Prvńı krok metody spoč́ıvá v tom, že vezmeme λ-matici λI−A a pomoćı
řádkových úprav ji převedeme na schodovitou.

V našem konkrétńım př́ıpadě to vypadá následovně:

λI− A =


λ+ 2 −9 −9 −9 24

1 λ− 5 −4 −4 12
1 −1 λ− 2 0 1
−1 1 1 λ− 2 2
0 −1 −1 −2 λ+ 4

 ∼

−1 1 1 λ− 2 2
1 λ− 5 −4 −4 12
1 −1 λ− 2 0 1

λ+ 2 −9 −9 −9 24
0 −1 −1 −2 λ+ 4



∼


−1 1 1 λ− 2 2
0 λ− 4 −3 λ− 6 14
0 0 λ− 1 λ− 2 3
0 λ− 7 λ− 7 λ2 − 13 2λ+ 28
0 −1 −1 −2 λ+ 4

 ∼

−1 1 1 λ− 2 2
0 −1 −1 −2 λ+ 4
0 0 λ− 1 λ− 2 3
0 λ− 7 λ− 7 λ2 − 13 2λ+ 28
0 λ− 4 −3 λ− 6 14



∼


−1 1 1 λ− 2 2
0 −1 −1 −2 λ+ 4
0 0 λ− 1 λ− 2 3
0 0 0 λ2 − 2λ+ 1 λ2 − λ
0 0 −λ+ 1 −λ+ 2 λ2 − 2

 ∼

−1 1 1 λ− 2 2
0 −1 −1 −2 λ+ 4
0 0 λ− 1 λ− 2 3
0 0 0 λ2 − 2λ+ 1 λ2 − λ
0 0 0 0 λ2 + 1


Úpravy byly následuj́ıćı:

– Nejprve jsme prohodili prvńı a čtvrtý řádek.

– Pak jsme prvńı řádek přičetli k druhému i k třet́ımu řádku. Ke čtvrtému
řádku jsme přičetli (λ+ 2)-násobek prvńıho řádku.

– Prohodili jsme druhý a pátý řádek.

– Ke čtvrtému řádku jsme přičetli (λ− 7)-násobek druhého a k pátému řádku
jsme přičetli (λ− 4)-násobek druhého.

– K pátému řádku jsme přičetli třet́ı řádek.
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• Než se budeme zabývat daľśım postupem, vysvětĺıme význam tohoto
zápisu a úprav.

Řeš́ıme soustavu x′ = Ax, neboli x′ − Ax = o. Když tento vektorový
zápis rozeṕı̌seme, dostaneme

x′1 − a11x1 −a12x2 − . . . −a1nxn = 0,
−a21x1 +x′2 − a22x2 − . . . −a2nxn = 0,

...
−an1x1 −an2x2 − . . . +x′n − annxn = 0.

Trik, který vede k použit́ı λ-matic, spoč́ıvá v tom, že
”
operátor deri-

vováńı reprezentujeme pomoćı násobeńı λ“.

Pokud tedy mı́sto derivováńı ṕı̌seme násobeńı λ, má levá strana uve-
dené soustavy tvar

λx1 − a11x1 −a12x2 − . . . −a1nxn
−a21x1 +λx2 − a22x2 − . . . −a2nxn

...
−an1x1 −an2x2 − . . . +λxn − annxn,

neboli (λI− A)x.

Řádkové úpravy λ-matice pak reprezentuj́ı úpravy soustavy diferenciálńıch
rovnic. Lze samozřejmě dvě rovnice prohodit nebo jednu rovnici vynásobit
nenulovým č́ıslem. Tyto úpravy neměńı množinu řešeńı.

Nakonec posledńı typ úpravy: Pokud např́ıklad k druhému řádku přičteme
λ-násobek prvńıho, znamená to, že k druhé rovnici přičteme derivaci
prvńı rovnice. Ani takováto úprava nezměńı množinu řešeńı soustavy.

Mohli bychom tedy použ́ıvat eliminaci př́ımo na diferenciálńı rovnici,
bez použit́ı λ-matic. Ale λ-matice umožňuj́ı poč́ıtat snadněji a efek-
tivněji.

• Předchoźı vysvětleńı zároveň dokumentuje, proč některé úpravy nejsou
dovolené. Např́ıklad vynásobit jeden řádek λ by znamenalo př́ıslušnou
rovnici zderivovat. To neńı ekvivalentńı úprava, protože to zvětšuje
množinu řešeńı. Naopak, vydělit řádek λ by znamenalo něco jako zin-
tegrovat rovnici – ale pak by na pravé straně již nebyla nula, ale nějaká
konstanta.
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• Nyńı zpátky k metodě řešeńı. λ-matici λI−A jsme pomoćı řádkových
úprav převedli na schodovitou. Protože jde o čtvercovou λ-matici, je
schodovitá λ-matice automaticky horńı trojúhelńıková, má tedy tvar

B(λ) =


P11(λ) P12(λ) . . . P1n(λ)

0 P22(λ) . . . P2n(λ)
...

...
. . .

...
0 0 . . . Pnn(λ)

 ,

kde Pij(λ) jsou polynomy.

Nav́ıc polynomy na diagonále, tj. P11(λ), . . . , Pnn(λ) jsou nenulové a
součet jejich stupň̊u je n.

Abychom si to rozmysleli, připomeňme nejprve Větu VI.10 o determi-
nantu a řádkových úpravách. Z ńı plyne, že při úpravě prvńıho druhu
se determinant vynásob́ı −1, při úpravě druhého druhu se vynásob́ı
nenulovým č́ıslem a při úpravě třet́ıho druhu se determinant nezměńı.

Z toho plyne, že existuje c ∈ R \ {0}, že

detB(λ) = c · det(λI− A).

Protože det(λI−A) je polynom stupně n (podle Větičky IX.18(ii)), je
i detB(λ) polynom stupně n. Protože

detB(λ) = P11(λ) · · ·Pnn(λ)

(podle Věty VI.8), muśı být polynomy na diagonále nenulové a součet
jejich stupň̊u muśı být n.

V našem konkrétńım př́ıpadě máme

B(λ) =


−1 1 1 λ− 2 2
0 −1 −1 −2 λ+ 4
0 0 λ− 1 λ− 2 3
0 0 0 λ2 − 2λ+ 1 λ2 − λ
0 0 0 0 λ2 + 1

 ,

tedy P11 = P22 = −1 jsou stupně 0, P33(λ) = λ−1 je stupně 1, P44(λ) = λ2−λ+1 je

stupně 2 a P55(λ) = λ2+1 je stupně 2. Součet stupň̊u je opravdu 5 = 0+0+1+2+2.
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• Źıskanou horńı trojúhelńıkovou matici B(λ) převedeme znovu na sou-
stavu diferenciálńıch rovnic.

K tomu použijeme následuj́ıćı značeńı:

Pokud P (λ) = akλ
k + ak−1λ

k−1 + · · ·+ a1λ+ a0 je polynom a x nějaká
funkce, pak budeme značit

P ( d
dt

)x = akx
(k) + ak−1x

(k−1) + · · ·+ a1x
′ + a0x.

V souladu s t́ım, že λ zastupuje
”
operátor derivováńı“, λ matice B(λ)

představuje soustavu diferenciálńıch rovnic

P11(
d
dt

)x1 +P12(
d
dt

)x2 + . . . +P1n( d
dt

)xn = 0
P22(

d
dt

)x2 + . . . +P2n( d
dt

)xn = 0
...

Pnn( d
dt

)xn = 0.

V našem konkrétńım př́ıpadě má př́ıslušná soustava tvar

−x1 +x2 +x3 +x′4 − 2x4 +2x5 = 0
−x2 −x3 −2x4 +x′5 + 4x5 = 0

x′3 − x3 +x′4 − 2x4 +3x5 = 0
x′′4 − 2x′4 + x4 x′′5 − x′5 = 0

x′′5 + x5 = 0.

• Tuto soustavu řeš́ıme odzadu:

– Posledńı rovnice obsahuje pouze jednu neznámou funkci, a to xn.

Pokud by polynom Pnn byl stupně 0, tedy nenulová konstanta,
pak by to nebyla ani diferenciálńı rovnice a vyšlo by xn = 0, tj.
xn by byla konstantńı nulová funkce. To ovšem nemůže nastat,
protože by pak posledńı řádek fundamentálńı matice byl nulový,
což je ve sporu s Větou XVII.7(ii).

Pokud je Pnn polynom stupně k ≥ 1, pak posledńı rovnice je homo-
genńı lineárńı rovnice řádu k s konstatńımi koeficienty. Vyřeš́ıme
ji tedy pomoćı Věty XVI.4 (jej́ım charakteristickým polynomem
je Pnn).
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V našem př́ıpadě má posledńı rovnice tvar

x′′5 + x5 = 0,

což je homogenńı lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty,
jej́ıž charakteristický polynom je χ(λ) = P55(λ) = λ2 + 1. Jeho kořeny jsou
±i (násobnosti jedna), tedy podle Věty XVI.4 je fundamentálńı systém tvořen
funkcemi cos t, sin t. Obecné řešeńı má tedy tvar

x5(t) = c1 cos t+ c2 sin t, t ∈ R (c1, c2 ∈ R). (x5)

– Předposledńı rovnici přeṕı̌seme ve tvaru

Pn−1,n−1(
d
dt

)xn−1 = −Pn−1,n( d
dt

)xn.

Funkci xn už známe z řešeńı posledńı rovnice. Obecný tvar xn
dosad́ıme do pravé strany, č́ımž dostaneme rovnici s neznámou
xn−1 (s parametrem či parametry, které se objevuj́ı ve vzorci pro
xn).

Pokud polynom Pn−1,n−1 je stupně 0, tj. je to nenulová konstanta,
nejde o diferenciálńı rovnici, ale dostaneme př́ımo vzorec pro xn−1.
(To se tentokrát stát může.)

Pokud polynom Pn−1,n−1 je stupně 1, je to lineárńı rovnice prvńıho
řádu s neznámou xn−1. V tomto př́ıpadě je nejsnazš́ı použ́ıt me-
todu integračńıho faktoru z Kapitoly XV. (Lze použ́ıt i metody
z Kapitoly XVI jako v následuj́ıćım př́ıpadě, ale je to složitěǰśı a
deľśı postup.)

Pokud polynom Pn−1,n−1 je stupně k ≥ 2, je to nehomogenńı
lineárńı rovnice k-tého řádu s konstantńımi koeficienty pro neznámou
xn−1. Tu vyřeš́ıme metodami z odd́ılu XVI.2: Najdeme funda-
mentálńı systém homogenńı rovnice (podle Věty XVI.4), parti-
kulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice źıskáme podle Věty XVI.5,
protože pravá strana je součtem několika

”
speciálńıch pravých

stran “.
V našem konkrétńım př́ıpadě předposledńı rovnice má tvar

x′′4 − 2x′4 + x4 = −x′′5 + x′5.

Za x5 dosad́ıme podle (x5). Jest

x5(t) = c1 cos t+ c2 sin t,

x′5(t) = −c1 sin t+ c2 cos t,

x′′5(t) = −c1 cos t− c2 sin t,

12



tedy
−x′′5 + x′5 = (c1 + c2) cos t+ (c2 − c1) sin t,

máme tedy rovnici

x′′4 − 2x′4 + x4 = (c1 + c2) cos t+ (c2 − c1) sin t.

To je nehomogenńı lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty,
jej́ıž pravá strana je ve speciálńım tvaru z Věty XVI.5 (se dvěma parametry
c1, c2). Vyřeš́ıme ji metodami z Kapitoly XVI.

Charakteristický polynom homogenńı rovnice je

χ(λ) = P44(λ) = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2,

má tedy dvojnásobný kořen 1. Fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rov-
nice tedy tvoř́ı funkce et, tet (podle Věty XVI.4).

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice najdeme pomoćı Věty XVI.5. Pravá
strana je ve speciálńım tvaru – je µ = 0, ν = 1, P (t) = c1 + c2, Q(t) = c1− c2
(při značeńı z této věty). Protože 0+1 · i = i neńı kořenem charakteristického
polynomu a polynomy P,Q jsou konstantńı (stupně 0), existuje partikulárńı
řešeńı ve tvaru

x4,p(t) = a cos t+ b sin t,

kde a, b ∈ R jsou vhodné konstanty. Pak

x′4,p(t) = −a sin t+ b cos t,

x′′4,p(t) = −a cos t+−b sin t,

tedy
x′′4,p(t)− 2x′4,p(t) + x4,p(t) = −2b cos t+ 2a sin t.

Toto se rovná pravé straně v př́ıpadě, že a = c2−c1
2 a b = − c1+c2

2 . Partikulárńı
řešeńı má tedy tvar

x4,p(t) =
c2 − c1

2
cos t− c1 + c2

2
sin t,

obecné řešeńı je pak

x4(t) = c3e
t + c4te

t +
c2 − c1

2
cos t− c1 + c2

2
sin t, t ∈ R. (x4)

Zde c3, c4 ∈ R jsou nové parametry, c1, c2 jsou parametry z tvaru x5.
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– Analogicky vyřeš́ıme všechny rovnice, postupuj́ıce odzadu (od po-
sledńı k prvńı).
V našem př́ıpadě má třet́ı rovnice tvar

x′3 − x3 = −x′4 + 2x4 − 3x5.

Za x4 dosad́ıme z (x4) a za x5 dosad́ıme z (x5). Protože

x′4(t) = c3e
t + c4e

t + c4te
t − c2 − c1

2
sin t− c1 + c2

2
cos t,

je pravá strana rovna

−x′4 + 2x4 − 3x5 = −(c3 + c4)et − c4tet +
c2 − c1

2
sin t+

c1 + c2
2

cos t

+ 2c3e
t + 2c4te

t + (c2 − c1) cos t− (c1 + c2) sin t

− 3c1 cos t− 3c2 sin t

= (c4 − c3)et + c4te
t + ( 3

2c2 −
7
2c1) cos t− ( 3

2c1 + 7
2c2) sin t.

Máme tedy rovnici

x′3 − x3 = (c4 − c3)et + c4te
t + ( 3

2c2 −
7
2c1) cos t− ( 3

2c1 + 7
2c2) sin t.

To je lineárńı rovnice prvńıho řádu, kterou můžeme řešit např́ıklad metodou
integračńıho faktoru z Kapitoly XV.

Integračńı faktor je zřejmě funkce e−t. Vynásob́ıme-li j́ım rovnici, dostaneme

x′3e
−t − x3e−t = (c4 − c3) + c4t+ ( 3

2c2 −
7
2c1)e−t cos t− ( 3

2c1 + 7
2c2)e−t sin t,

neboli

(x3e
−t)′ = (c4 − c3) + c4t+ ( 3

2c2 −
7
2c1)e−t cos t− ( 3

2c1 + 7
2c2)e−t sin t.

Nyńı je třeba spoč́ıtat primitivńı funkci k pravé straně. K tomu je třeba
vypoč́ıtat∫

e−t cos t dt = −e−t cos t−
∫
−e−t(− sin t) dt

= −e−t cos t−
∫
e−t sin t dt

= −e−t cos t−
(
−e−t sin t−

∫
−e−t cos t dt

)
= −e−t cos t+ e−t sin t−

∫
e−t cos t dt,

tedy ∫
e−t cos t dt

c
=

1

2
e−t(sin t− cos t) na R.

14



Podobně ∫
e−t sin t dt = −e−t sin t−

∫
−e−t cos t dt

= −e−t sin t+

∫
e−t cos t dt

= −e−t sin t− e−t cos t−
∫
−e−t(− sin t) dt

= −e−t sin t− e−t cos t−
∫
e−t sin t dt,

tedy ∫
e−t sin t dt

c
= −1

2
e−t(sin t+ cos t) na R.

Máme tedy

x3e
−t = (c4 − c3)t+

1

2
c4t

2 +
1

4
(3c2 − 7c1)e−t(sin t− cos t)

+
1

4
(3c1 + 7c2)e−t(cos t+ sin t) + c5,

kde c5 ∈ R. Tedy

x3(t) = (c4 − c3)tet +
1

2
c4t

2et +
1

4
(3c2 − 7c1)(sin t− cos t)

+
1

4
(3c1 + 7c2)(cos t+ sin t) + c5e

t

= c5e
t + (c4 − c3)tet +

1

2
c4t

2et +
1

2
(2c2 + 5c1) cos t+

1

2
(5c2 − 2c1) sin t.

Toto je obecné řešeńı třet́ı rovnice – parametr c5 je nově přidaný, parametry
c1, . . . , c4 pocházej́ı ze čtvrté a páté rovnice.

Druhá rovnice již neńı diferenciálńı rovnićı, ale dává př́ımo vzorec pro x2
pomoćı x3, x4, x5, do něhož stač́ı dosadit:

x2 = −x3 − 2x4 + x′5 + 4x5

= −c5et − (c4 − c3)tet − 1

2
c4t

2et − 1

2
(2c2 + 5c1) cos t− 1

2
(5c2 − 2c1) sin t

− 2c3e
t − 2c4te

t − (c2 − c1) cos t+ (c1 + c2) sin t

− c1 sin t+ c2 cos t+ 4c1 cos t+ 4c2 sin t

= −(c5 + 2c3)et − (3c4 − c3)tet − 1

2
c4t

2et +
1

2
(5c1 − 2c2) cos t+

1

2
(5c2 + 2c1) sin t
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Podobně prvńı rovnice dává rovnou vzorec pro x1:

x1 = x2 + x3 + x′4 − 2x4 + 2x5

= −(c5 + 2c3)et − (3c4 − c3)tet − 1

2
c4t

2et +
1

2
(5c1 − 2c2) cos t+

1

2
(5c2 + 2c1) sin t

+ c5e
t + (c4 − c3)tet +

1

2
c4t

2et +
1

2
(2c2 + 5c1) cos t+

1

2
(5c2 − 2c1) sin t

+ c3e
t + c4e

t + c4te
t − 1

2
(c2 − c1) sin t+

1

2
(c1 + c2) cos t

− 2c3e
t − 2c4te

t − (c2 − c1) cos t+ (c1 + c2) sin t

+ 2c1 cos t+ 2c2 sin t

= (c4 − 3c3)et − 3c4te
t − 1

2
c4t

2et +
1

2
(13c1 − c2) cos t+

1

2
(3c1 + 15c2) sin t.

• T́ımto postupem źıskáme obecné řešeńı homogenńı soustavy. Bude se
v něm vyskytovat n parametr̊u (pokud je Pjj stupně k, je př́ıslušná
diferenciálńı rovnice k-tého řádu a jej́ı řešeńı obsahuje k parametr̊u –
podle Věty XVI.3). Proto řešeńı lze vyjádřit ve tvaru

x = c1x
1 + c2x

2 + · · ·+ cnx
n, c1, . . . , cn ∈ R,

kde x1, . . . ,x2 jsou vhodné vektorové funkce. Ty pak tvoř́ı fundamentálńı
systém řešeńı homogenńı soustavy.

Pokud shrneme výsledky výpočt̊u, obecné řešeńı soustavy má tvar

x1(t) = (c4 − 3c3)et − 3c4te
t − 1

2
c4t

2et +
1

2
(13c1 − c2) cos t+

1

2
(3c1 + 15c2) sin t,

x2(t) = −(c5 + 2c3)et − (3c4 − c3)tet − 1

2
c4t

2et +
1

2
(5c1 − 2c2) cos t+

1

2
(5c2 + 2c1) sin t,

x3(t) = c5e
t + (c4 − c3)tet +

1

2
c4t

2et +
1

2
(2c2 + 5c1) cos t+

1

2
(5c2 − 2c1) sin t,

x4(t) = c3e
t + c4te

t +
c2 − c1

2
cos t− c1 + c2

2
sin t,

x5(t) = c1 cos t+ c2 sin t,

kte t ∈ R (řešeńı jsou definována na R) a c1, . . . , c5 ∈ R jsou libovolná.
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Pokud chceme určit (nějaký) fundamentálńı systém a (nějakou) fundamentálńı ma-
tici, postupujeme následovně. Máme

x(t) =


x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)

 =


(c4 − 3c3)et − 3c4te

t − 1
2c4t

2et + 1
2 (13c1 − c2) cos t+ 1

2 (3c1 + 15c2) sin t

−(c5 + 2c3)et − (3c4 − c3)tet − 1
2c4t

2et + 1
2 (5c1 − 2c2) cos t+ 1

2 (5c2 + 2c1) sin t

c5e
t + (c4 − c3)tet + 1

2c4t
2et + 1

2 (2c2 + 5c1) cos t+ 1
2 (5c2 − 2c1) sin t

c3e
t + c4te

t + c2−c1
2 cos t− c1+c2

2 sin t
c1 cos t+ c2 sin t



= c1 ·


13
2 cos t+ 3

2 sin t
5
2 cos t+ sin t
5
2 cos t− sin t

− 1
2 cos t− 1

2 sin t

cos t

+ c2 ·


15
2 sin t− 1

2 cos t
5
2 sin t− cos t

cos t+ 5
2 sin t

1
2 cos t− 1

2 sin t
sin t

+ c3 ·


−3et

−et(2− t)
−tet
et

0



+ c4 ·


et(1− 3t− 1

2 t
2)

−et(3t+ 1
2 t

2)

et(t+ 1
2 t

2)
tet

0

+ c5 ·


0
−et
et

0
0

 .

Fundamentálńı systém tedy tvoř́ı (např́ıklad) pětice vektorových funkćı

x1(t) =


13
2 cos t+ 3

2 sin t
5
2 cos t+ sin t
5
2 cos t− sin t

− 1
2 cos t− 1

2 sin t

cos t

 ,x2(t) =


15
2 sin t− 1

2 cos t
5
2 sin t− cos t

cos t+ 5
2 sin t

1
2 cos t− 1

2 sin t
sin t

 ,x3(t) =


−3et

−et(2− t)
−tet
et

0

 ,

x4(t) =


et(1− 3t− 1

2 t
2)

−et(3t+ 1
2 t

2)

et(t+ 1
2 t

2)
tet

0

 ,x5(t) =


0
−et
et

0
0

 .

Vı́me totiž, že množina všech řešeńı je podprostor dimenze 5 a že řešeńı jsou právě
lineárńı kombinace těchto pěti vektorových funkćı. Podle Větičky IX.4 tedy tvoř́ı
bázi.

Fudamentálńı matice je pak např́ıklad
13
2 cos t+ 3

2 sin t 15
2 sin t− 1

2 cos t −3et et(1− 3t− 1
2 t

2) 0
5
2 cos t+ sin t 5

2 sin t− cos t −et(2− t) −et(3t+ 1
2 t

2) −et
5
2 cos t− sin t cos t+ 5

2 sin t −tet et(t+ 1
2 t

2) et

− 1
2 cos t− 1

2 sin t 1
2 cos t− 1

2 sin t et tet 0
cos t sin t 0 0 0
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• Uvedený algoritmus je univerzálńı, jeho použit́ı v praktickém poč́ıtáńı
má však určitá omezeńı. Ta jsou dána t́ım, že je třeba hledat kořeny po-
lynomů Pii, což pro polynomy vyšš́ıch stupň̊u obecně neumı́me. Na tuto
pot́ıž naráž́ı všechny metody řešeńı (a také metody řešeńı jiných druh̊u
rovnic – diferenčńıch v Kapitole XII a lineárńıch rovnic s konstantńımi
koeficienty v Kapitole XVI). Existuj́ı i jiné metody řešeńı, které daj́ı
rovnou vzorec pro fundamentálńı matici (viz doplňuj́ıćı cvičeńı, až bu-
dou k dispozici) – ty jsou však d̊uležité hlavně z teoretického hlediska,
při použit́ı v početńı praxi narážej́ı na stejné pot́ıže.

Metody řešeńı nehomogenńı soustavy x′ = Ax + b(t):

• Prvńı možnost́ı je nejprve naj́ıt fundamentálńı systém řešeńı homogenńı
soustavy (výše uvedenou metodou) a pak naj́ıt partikulárńı řešeńı ne-
homogenńı soustavy metodou variace konstant (Věta XVII.8).

Pak všechna řešeńı nehomogenńı soustavy se najdou jako součet tohoto
partikulárńıho řešeńı a řešeńı homogenńı soustavy, tj. lineárńı kombi-
nace prvk̊u fundamentálńıho systému (viz Větička XVII.5(ii)).

Tato možnost je univerzálńı, je použitelná pro každou (spojitou) pravou
stranu.

• Druhou možnost́ı, která je použitelná např́ıklad v př́ıpadě, že na pravé
straně jsou funkce tř́ıdy C∞, a která se hod́ı v př́ıpadě, že funkce na
pravé straně maj́ı tvar jako ve Větě XVI.5, je zahrnut́ı pravé strany do
eliminace.

Postup je následuj́ıćı:

– Prvńı krok metody tentokrát spoč́ıvá v tom, že vezmeme rozš́ı̌renou
λ-matici (λI−A|b(t)) typu n× (n+ 1) a pomoćı řádkových úprav
ji převedeme na schodovitou.

S proměnnou t, která se vyskytuje na pravé straně, zacháźıme jako
s parametrem.

Postupujeme tak, že λ-matici λI − A převád́ıme na schodovitou
podle výše uvedeného algoritmu, jen úpravy provád́ıme na celou
matici, včetně posledńıho sloupce.
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– Výsledkem úprav je λ-matice tvaru

(B(λ)|b′(λ, t)) =


P11(λ) P12(λ) . . . P1n(λ) f1(t, λ)

0 P22(λ) . . . P2n(λ) f2(t, λ)
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . Pnn(λ) fn(t, λ)

 ,

kde funkce fj maj́ı tvar

fj(t, λ) =

kj∑
i=0

λigij(t),

přičemž gij jsou nějaké funkce. (Je zřejmé, že úpravami vznikne
výraz tohoto tvaru.)

– Źıskanou schodovitou λ-matici přeṕı̌seme opět na soustavu dife-
renciálńıch rovnic. Ta bude mı́t tvar

P11(
d
dt

)x1 +P12(
d
dt

)x2 + . . . +P1n( d
dt

)xn = f̃1(t)

P22(
d
dt

)x2 + . . . +P2n( d
dt

)xn = f̃2(t)
...

Pnn( d
dt

)xn = f̃n(t).

Levá strana má stejný tvar jako výše u řešeńı homogenńı soustavy.
Funkce na pravé straně jsou

f̃j(t) =

kj∑
i=0

g
(i)
ij (t),

v souladu s interpretaćı λ jako
”
operátoru derivováńı“.

– Takto vzniklá soustava má stejnou množinu řešeńı jako výchoźı
soustava. Opět ji řeš́ıme odzadu stejně jako výše, jen na pravé
straně máme nav́ıc funkce f̃j(t).
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– Ilustrujme tento postup na př́ıkladu. Použijeme stejnou matici
jako výše, avšak s nenulovou stranou.
Tedy uvažme rovnici x′ = Ax + b(t), kde

A =


−2 9 9 9 −24
−1 5 4 4 −12
−1 1 2 0 −1
1 −1 −1 2 −2
0 1 1 2 −4

 , b(t) =


t3

t2

et

−et
t


Úpravy pak vypadaj́ı takto:

(λI− A|b(t)) =


λ+ 2 −9 −9 −9 24 t3

1 λ− 5 −4 −4 12 t2

1 −1 λ− 2 0 1 et

−1 1 1 λ− 2 2 −et
0 −1 −1 −2 λ+ 4 t

 ∼

−1 1 1 λ− 2 2 −et
1 λ− 5 −4 −4 12 t2

1 −1 λ− 2 0 1 et

λ+ 2 −9 −9 −9 24 t3

0 −1 −1 −2 λ+ 4 t



∼


−1 1 1 λ− 2 2 −et
0 λ− 4 −3 λ− 6 14 t2 − et
0 0 λ− 1 λ− 2 3 0
0 λ− 7 λ− 7 λ2 − 13 2λ+ 28 t3 − (λ+ 2)et

0 −1 −1 −2 λ+ 4 t

 ∼

−1 1 1 λ− 2 2 −et
0 −1 −1 −2 λ+ 4 t
0 0 λ− 1 λ− 2 3 0
0 λ− 7 λ− 7 λ2 − 13 2λ+ 28 t3 − (λ+ 2)et

0 λ− 4 −3 λ− 6 14 t2 − et



∼


−1 1 1 λ− 2 2 −et
0 −1 −1 −2 λ+ 4 t
0 0 λ− 1 λ− 2 3 0
0 0 0 λ2 − 2λ+ 1 λ2 − λ t3 − (λ+ 2)et + (λ− 7)t
0 0 −λ+ 1 −λ+ 2 λ2 − 2 t2 − et + (λ− 4)t



∼


−1 1 1 λ− 2 2 −et
0 −1 −1 −2 λ+ 4 t
0 0 λ− 1 λ− 2 3 0
0 0 0 λ2 − 2λ+ 1 λ2 − λ t3 − (λ+ 2)et + (λ− 7)t
0 0 0 0 λ2 + 1 t2 − et + (λ− 4)t


Nyńı tuto λ-matici opět přeṕı̌seme na soustavu. V prvńıch třech
řádćıch se v posledńım sloupci nevyskytuje λ, proto tyto funkce
budou samy na pravé straně.

Máme

f4(t, λ) = t3 − (λ+ 2)et + (λ− 7)t = t3 − 2et − 7t+ λ(−et + t),

tedy

f̃4(t) = t3−2et−7t+(−et+t)′ = t3−2et−7t+(−et+1) = t3−7t+1−3et.
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Podobně

f5(t, λ) = t2 − et + (λ− 4)t = t2 − 4t− et + λt,

tedy
f̃5(t) = t2 − 4t− et + (t)′ = t2 − 4t+ 1− et.

Proto má př́ıslušná soustava tvar

−x1 +x2 +x3 +x′4 − 2x4 +2x5 = −et
−x2 −x3 −2x4 +x′5 + 4x5 = t

x′3 − x3 +x′4 − 2x4 +3x5 = 0
x′′4 − 2x′4 + x4 x′′5 − x′5 = t3 − 7t+ 1− 3et

x′′5 + x5 = t2 − 4t+ 1− et.

Tuto soustavu řeš́ıme odzadu. Posledńı rovnice je lineárńı rov-
nice druhého řádu s konstantńımi koeficienty, jej́ıž pravá strana je
součet dvou

”
speciálńıch pravých stran“. Po vyřešeńı a dosazeńı

do čtvrté rovnice dostaneme lineárńı rovnici druhého řádu s kon-
stantńımi koeficienty, jej́ıž pravá strana je součet tř́ı

”
speciálńıch

pravých stran“. A tak postupujeme dále.
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