
Komentář k odd́ılu XVII.4: Vlastnosti maximálńıch řešeńı – část
prvńı
K obsahu a smyslu tohoto odd́ılu:

• Připomeňme, že maximálńı řešeńı jsou taková řešeńı, která už neńı
možné prodloužit (na větš́ı interval), aby z̊ustala řešeńımi.

Naj́ıt všechna maximálńı řešeńı dané soustavy je maximálńı ćıl při
řešeńı. Velmi často však explicitńı tvar řešeńı naj́ıt neumı́me.

• Často však je možné zkoumat r̊uzné vlastnosti maximálńıch řešeńı i bez
znalosti explicitńıho vzorce.

K takovým vlastnostem patř́ı samozřejmě existence a jednoznačnost
(viz odd́ıl XVII.1), ale také definičńı obor (omezený interval, celé R, in-
terval shora omezený a zdola ne atd.), limitńı chováńı (limity v krajńıch
bodech definičńıho oboru - vlastńı, nevlastńı, neexistuj́ı), omezenost a
neomezenost řešeńı, periodičnost atp.

• Pro tento účel existuj́ı celé rozsáhlé teorie. V tomto odd́ılu si z nich
ukážeme malý výsek – několik základńıch vlastnost́ı.

K Větě XVII.10:

• Předpoklady – prvńı část:

Tato věta se týká soustavy

x′ = f(t,x),

kde x je neznámá vektorová funkce a f je spojité vektorové zobrazeńı
na definované na otevřené množině G ⊂ R×Rn.

To jsou přesně předpoklady Peanovy věty (Věta XVII.2). Proto v́ıme,
že pro každý bod [t0,x

0] ∈ G existuje nějaké maximálńı řešeńı soustavy,
jehož graf t́ımto bodem procháźı (tj. které splňuje počátečńı podmı́nku
x(t0) = x0).

• Předpoklady – druhá část:

Dále máme dáno maximálńı řešeńı x této soustavy, které je definováno
na intervalu (α, β).
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Potom máme kompaktńı množinu K ⊂ G a bod t0 ∈ (α, β), pro který
plat́ı [t0,x(t0)] ∈ K.

Situaci ilustruje následuj́ıćı obrázek. Hnědá křivka ohraničuje množinu
G (je čárkovaně, aby bylo zd̊urazněno, že hraničńı body do G nepatř́ı,
protože G je otevřená. Modře je vyznačena kompaktńı množina K a
černá křivka je graf řešeńı.

t0

x(t0)

G

K

• Věta pak ř́ıká, že za těchto předpoklad̊u nemůže být celý graf ma-
ximálńıho řešeńı byl obsažen v kompaktńı množině K. Přesněji – exis-
tuje τ1 ∈ (α, t0), že [τ1,x(τ1)] /∈ K a také existuje τ2 ∈ (t0, β), že
[τ2,x(τ2)] /∈ K.

Ilustruje to opět obrázek:

t0

x(t0)

G

K

τ1 τ2

x(τ1)

x(τ2)
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• Význam této věty: Kompaktńı podmnožina K otevřené množiny G
je v jistém smyslu malá vzhledem k celé G. Graf maximálńıho řešeńı
nemůže být celý v takové malé množině, ale muśı sahat

”
od kraje ke

kraji“ množiny G.

Na následuj́ıćım obrázku jsou vyznačeny grafy pěti funkćı. Všechny
grafy jsou obsaženy v množině G, ale pouze modré grafy sahaj́ı od
kraje ke kraji. Červené grafy tedy nemohou být grafy maximálńıch
řešeńı.

G

• Př́ıklad na aplikaci této věty:

Necht’ funkce x : (α, β)→ R je maximálńım řešeńım diferenciálńı rov-
nice

x′ = x2 + t2.

Pak plat́ı:

◦ β = +∞ nebo lim
t→β−

x(t) = +∞, a zároveň

◦ α = −∞ nebo lim
t→β−

x(t) = −∞.

Dokážeme prvńı tvrzeńı:

Máme f(t, x) = x2 + t2. Tato funkce je definovaná a spojitá na R2,
máme tedy G = R2

Protože f(t, x) = x2 + t2 ≥ 0, je řešeńı x neklesaj́ıćı.
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Podle věty o limitě monotónńı funkce tedy existuje limita

b = lim
t→β−

x(t) ∈ R ∪ {+∞}.

Tvrzeńı, které dokazujeme, ř́ıká, že bud’ β = +∞ nebo b = +∞.

Dokažme to např́ıklad sporem: Předpokládejme, že β ∈ R a zároveň
b ∈ R. Zvolme t0 ∈ (α, β) a označme

K = 〈t0, β〉 × 〈x(t0), b〉,

viz obrázek:

t0 β

x(t0)

b
K

To je omezená uzavřená množina (uzavřený obdélńık), tedy je to kom-
paktńı množina. Protože G = R2, je to kompaktńı podmnožina G.
Nav́ıc plat́ı

∀t ∈ 〈t0, β) : [t, x(t)] ∈ K,

což je spor s Větou XVII.10.

Druhé tvrzeńı se dokáže zcela analogicky.
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• Důkaz Věty XVII.10 – základńı myšlenky a postup:

Připomeňme, že máme maximálńı řešeńı x definované na intervalu
(α, β), kompaktńı množinuK ⊂ G a bod t0 ∈ (α, β), pro který [t0,x(t0)] ∈
K.

Dokázat chceme, že existuj́ı τ1 ∈ (α, t0) a τ2 ∈ (t0, β) taková, že body
[τ1,x(τ1)] a [τ2,x(τ2)] nepatř́ı do K.

Dokážeme existenci τ2.

Kdyby τ2 neexistovalo, znamenalo by to, že pro každé t ∈ 〈t0, β) plat́ı
[t,x(t)] ∈ K.

Ukážeme, že existuje limita lim
t→β−

x(t) = x0. Protože K je uzavřená,

plyne z toho, že [β,x0] ∈ K ⊂ G.

Podle Peanovy věty (Věta XVII.2) existuje maximálńı řešeńı y naš́ı
soustavy splňuj́ıćı podmı́nku y(β) = x0.

Pak řešeńı x můžeme prodloužit pomoćı y za bod β.

To je ovšem spor s maximalitou řešeńı x.

Ilustruje to následuj́ıćı obrázek.

t0

x(t0)

G

K

β

x0

graf x

graf y
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• Důkaz věty:

Důkaz provedeme podle naznačeného postupu, a to v několika kroćıch.

Pro snazš́ı představu d̊ukaz provedeme nejprve pro př́ıpad n = 1 (tj.
pro jednu rovnici, v tom př́ıpadě ṕı̌seme x a f mı́sto x a f).

Následně ukážeme, že d̊ukaz obecného př́ıpadu je velmi podobný, a
zmı́ńıme, v čem je rozd́ıl.

Začátek d̊ukazu: Máme otevřenou množinu G ⊂ R×Rn, kompaktńı
množinu K ⊂ G, spojité zobrazeńı f : G→ Rn, vektorovou funkci
x : (α, β)→ Rn, která je maximálńım řešeńım soustavy

x′ = f(t,x)

a bod t0 ∈ (α, β).

Předpokládáme, že pro každé t ∈ 〈t0, β) plat́ı [t,x(t)] ∈ K, a
ukážeme, že tento předpoklad vede ke sporu.

Př́ıpad n = 1: Nejprve dokážeme tento speciálńı př́ıpad. Máme G ⊂
R ×R, f : G → R spojitá a x : (α, β) → R je maximálńı řešeńı
rovnice x′ = f(t, x). Předpokládáme, že [t, x(t)] ∈ K pro každé
t ∈ 〈t0, β).

Krok 1: Funkce f je omezená na množině K, tedy existuje M > 0, že
pro každé [u, v] ∈ K je |f(u, v)| ≤M .

To plyne z toho, že K je neprázdná kompaktńı množina a funkce
f je spojitá na K, tedy nabývá na K svého minima i maxima
(podle Věty V.10).
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Krok 2: ∀t1, t2 ∈ 〈t0, β) : |x(t2)− x(t1)| ≤M |t2 − t1|.
Podle Věty XVII.1 plat́ı

∀t ∈ 〈t0, β) : x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds,

tedy

∀t1, t2 ∈ 〈t0, β) : x(t2)− x(t1) =

∫ t2

t1

f(s, x(s)) ds

Vezměme t1, t2 ∈ 〈t0, β) a dokažme sĺıbenou nerovnost. Pokud
t1 = t2, pak zřejmě plat́ı rovnost. Protože nerovnost evidentně
nezáviśı na pořad́ı t1 a t2, můžeme předpokládat, že t1 < t2. Pak

|x(t2)− x(t1)| =
∣∣∣∣∫ t2

t1

f(s, x(s)) ds

∣∣∣∣ VIII.3(v)

≤
∫ t2

t1

|f(s, x(s))| ds

Krok 1

≤
∫ t2

t1

M ds = M(t2 − t1).

V nerovnosti na druhém řádku použ́ıváme, že pro s ∈ 〈t1, t2〉 ⊂
〈t0, β) plat́ı [s, x(s)] ∈ K.

Krok 3: Existuje posloupnost {sk} v intervalu 〈t0, β) taková, že sk →
β a posloupnost {x(sk)} má vlastńı limitu v R.

Z toho, že [t, x(t)] ∈ K pro každé t ∈ 〈t0, β) a K je omezená, plyne
β ∈ R.

Položme tk = t0 + 1
k
(β− t0) pro k ∈ N. Pak {tk} je posloupnost v

intervalu 〈t0, β), která splňuje tk → β.

Dále, posloupnost {x(tk)} je omezená. (Důvodem je to, že [tk, x(tk)] ∈
K pro každé k ∈ N a K je omezená.)

Podle Bolzano-Weierstrassovy věty (Věta II.11) tedy existuje vy-
braná posloupnost {tkl}, že posloupnost {x(tkl)} je konvergentńı.

Nyńı stač́ı vźıt sl = tkl . Pak {sl} je posloupnost v intervalu 〈t0, β),
sl → β (podle věty o limitě vybrané posloupnosti, viz Věta II.3)
a posloupnost {x(sl)} je konvergentńı.
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Krok 4: Existuje vlastńı limita lim
t→β−

x(t).

Necht’ {sk} je posloupnost z Kroku 3. Označme x0 = lim
k→∞

x(sk).

Ukážeme, že
lim
t→β−

x(t) = x0.

Podle Heineho věty (Věta IV.10 a jej́ı obráceńı zmı́něné v poznámce
(2) za ńı) stač́ı ukázat následuj́ıćı tvrzeńı:

∀{tk} posloupnost v 〈t0, β) : tk → β ⇒ x(tk)→ x0

Vezměme tedy takovou posloupnost {tk}. Pak

|x(tk)− x(sk)|
Krok 2

≤ M |tk − sk| →M |β − β| = 0,

a tedy

x(tk) = x(sk)︸ ︷︷ ︸
→x0

+x(tk)− x(sk)︸ ︷︷ ︸
→0

→ x0 + 0 = x0.

Krok 5: Existuje maximálńı řešeńı y, pro které plat́ı y(β) = x0.

Necht’ {sk} je posloupnost z Kroku 3. Pak sk → β a x(sk) → x0.
Tedy [sk, x(sk)]→ [β, x0] (viz Věta V.3).

Protože [sk, x(sk)] ∈ K pro každé k a K je uzavřená množina, je
[β, x0] ∈ K (viz Věta V.4).

Protože K ⊂ G, je [β, x0] ∈ G. Protože f je spojitá na G, plyne
existence y z Peanovy věty (Věta XVII.2).

Krok 6: Necht’ řešeńı y z Kroku 5 je definováno na intervalu (γ, δ).
Pak δ > β a funkce

z(t) =

{
x(t) t ∈ (α, β),

y(t) t ∈ 〈β, δ)

je řešeńım rovnice na intervalu (α, δ).

Funkce z je definovaná na intervalu (α, δ). Chceme ukázat, že je
řešeńım rovnice, tj., že má v každém bodě intervalu (α, δ) vlastńı
derivaci a pro každé t ∈ (α, δ) plat́ı

z′(t) = f(t, z(t)).
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Na intervalu (α, β) funkce z splývá s funkćı x, která je řešeńım, a
tedy pro každé t ∈ (α, β) rovnost plat́ı.

Na intervalu (β, γ) funkce z splývá s funkćı y, která je řešeńım, a
tedy pro každé t ∈ (β, δ) rovnost plat́ı.

Zbývá dokázat, že rovnost je splněna i v bodě β. Protože z(β) =
y(β) = x0, chceme dokázat, že

z′(β) = f(β, x0).

Spočteme zvlášt’ derivaci zprava a derivaci zleva.

Protože z splývá s y na intervalu 〈β, δ), plat́ı

z′+(β) = y′+(β) = y′(β) = f(β, y(β)) = f(β, x0),

kde jsme použili, že y je řešeńım na intervalu (γ, δ).

Nyńı se pod́ıvejme na derivaci zleva. Protože

lim
t→β−

z(t) = lim
t→β−

x(t) = x0 = z(β),

je funkce z spojitá zleva v bodě β. Proto derivaci zleva můžeme
poč́ıtat podle Věty IV.35 jako limitu derivace

z′−(β) = lim
t→β−

z′(t) = lim
t→β−

x′(t) = lim
t→β−

f(t, x(t)) = f(β, x0),

protože f je spojitá v bodě [β, x0].

T́ım jsme dokázali, že z splňuje rovnici i v bodě β.

Závěr: Řešeńı z z Kroku 6 je prodloužeńım řešeńı x, což je spor s
předpokladem, že x je maximálńı řešeńı.

• Důkaz pro obecné n se provede téměř stejně. Vysvětĺıme, co je v jed-
notlivých kroćıch udělat jinak.

Krok 1: Funkce f1, . . . , fn jsou spojité naG, tedy omezené naK. Exis-
tuje tedy M > 0, že

∀[u,v] ∈ K ∀i ∈ {1, . . . , n} : |fi(u,v)| ≤M.
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Krok 2: ∀t1, t2 ∈ 〈t0, β) : ‖x(t2)− x(t1)‖ ≤
√
n ·M |t2 − t1|.

Postupujeme stejně, vezměme t1, t2 ∈ 〈t0, β), t1 < t2. Pak

‖x(t2)− x(t1)‖ =

∥∥∥∥∫ t2

t1

f(s,x(s)) ds

∥∥∥∥ =

√√√√ n∑
i=1

∣∣∣∣∫ t2

t1

fi(s,x(s)) ds

∣∣∣∣2
VIII.3(v)

≤

√√√√ n∑
i=1

(∫ t2

t1

|fi(s,x(s))| ds
)2

Krok 1

≤

√√√√ n∑
i=1

(∫ t2

t1

M ds

)2

=

√√√√ n∑
i=1

(M(t2 − t1))2 =
√
n ·M(t2 − t1).

Krok 3: Existuje posloupnost {sk} v intervalu 〈t0, β) taková, že sk →
β a posloupnost {x(sk)} má vlastńı limitu v Rn.

Postupujeme stejně jako v př́ıpadě n = 1, jen mı́sto Bolzano-
Weierstrassovy věty použijeme jej́ı zobecněńı v Rn, tj. Lemma
V.8.

Krok 4: Existuje vlastńı limita lim
t→β−

x(t) ∈ Rn.

Postupujeme stejně jako v př́ıpadě n = 1, použijeme analogii He-
ineho věty pro funkce v́ıce proměnných a odhad

|x(tk)− x(sk)|
Krok 2

≤
√
n ·M |tk − sk| →

√
n ·M |β − β| = 0.

Krok 5: Existuje maximálńı řešeńı y, pro které plat́ı y(β) = x0.

Postupujeme zcela stejně jako v př́ıpadě n = 1.

Krok 6: Necht’ řešeńı y z Kroku 5 je definováno na intervalu (γ, δ).
Pak δ > β a funkce

z(t) =

{
x(t) t ∈ (α, β),

y(t) t ∈ 〈β, δ)

je řešeńım rovnice na intervalu (α, δ).

Postupujeme zcela stejně jako pro n = 1 s t́ım, že Větu IV.35
použijeme na jednotlivé složky z1, . . . , zn.

Závěr: Ke sporu dojdeme zcela stejným zp̊usobem.
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