
Komentář k odd́ılu XVII.1: Soustavy diferenciálńıch rovnic – základy

Základńı pojmy atp.:

• V kapitolách XIV až XVI jsme se zabývali několika typy diferenciálńıch
rovnic a jejich řešeńım. Zat́ım vždy šlo o jednu rovnici – at’ už prvńıho
nebo vyšš́ıho řádu.

V této kapitole se budeme zabývat soustavami diferenciálńıch rovnic
prvńıho řádu. Ne zcela obecnými, ale těmi, které jsou

”
vyřešené v̊uči

derivaci“, jak vysvětĺıme ńıže.

To je kontext, v jehož rámci se obvykle diferenciálńı rovnice zkoumaj́ı.
Ani omezeńı na rovnice prvńıho řádu neńı na úkor obecnosti, jak si
také vysvětĺıme ńıže.

• Soustavy, kterými se budeme zabývat, budou soustavy tvaru

x′1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn),

x′2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn),

...

x′n = fn(t, x1, x2, . . . , xn).

(1)

Proměnnou zde znač́ıme t, neznámé funkce jsou x1, . . . , xn. Funkce
f1, . . . , fn jsou nějaké funkce n + 1 proměnných, tedy nějaký výraz,
v němž se vyskytuje proměnná t a hodnoty x1, . . . , xn.

Funkce f1, . . . , fn jsou funkce n + 1 proměnných, a tedy jsou defino-
vané na nějaké podmnožině G ⊂ Rn+1. Většinou (ale ne úplně vždy)
předpokládáme, že množina G je otevřená.

• Jak jsme zmı́nili výše, uvažujeme soustavy
”
vyřešené v̊uči derivaci“. To

znamená, že na levé straně každé z rovnic je pouze derivace př́ıslušné
neznámé funkce a přitom na pravé straně se už derivace neznámých
funkćı nevyskytuj́ı.

• Soustavy tvaru (1) pro př́ıpad n = 1 zahrnuj́ı i př́ıpad jedné dife-
renciálńı rovnice prvńıho řádu. Jej́ı tvar je pak

x′(t) = f(t, x(t)),
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kde x je neznámá funkce a f je funkce dvou proměnných (definovaná
na nějaké podmnožině G ⊂ R2).

Uved’me, jak to tohoto schématu zapadaj́ı některé typy rovnic, kterým
jsme se věnovali v předchoźıch kapitolách. (Značeńı přizp̊usob́ıme této
kapitole.)

– Rovnice se separovanými proměnnými

x′ = g(x) · h(t),

kde funce g a h jsou spojité na svých definičńıch oborech.

V tomto př́ıpadě máme

G = Dh ×Dg a f(t, x) = g(x) · h(t), [t, x] ∈ G.

– Lineárńı rovnice prvńıho řádu

x′ + p(t)x = q(t),

kde funkce p, q jsou spojité na nějakém intervalu (a, b).

Tuto rovnici můžeme přepsat ve tvaru

x′ = −p(t)x+ q(t),

tedy máme

G = (a, b)×R a f(t, x) = −p(t)x+ q(t), [t, x] ∈ G.

• Uved’me dále, jak do tohoto schématu zapadaj́ı soustavy uvedené jako
ilustrativńı př́ıklady kapitole XIII:

– Model dravec-kořist:

y′ = ay − byz,
z′ = −cz + dyz,

y, z jsou neznámé funkce a a, b, c, d jsou kladné parametry.

Pak n = 2 a
f1(t, y, z) = ay − byz,
f2(t, y, z) = −cz + dyz.

Množina G je v tomto př́ıpadě R×R2 = R3.
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– SIR model š́ı̌reńı epidemíı:

S ′ = −β · SI
N
,

I ′ = β · SI
N
− γI,

R′ = γI,

kde S, I, R jsou neznámé funkce a N, β, γ jsou kladné parametry
(N = S + I +R je velikost populace).

Pak n = 3 a

f1(t, S, I, R) = −β · SI
N
,

f2(t, S, I, R) = β · SI
N
− γI,

f3(t, S, I, R) = γI.

Dále máme G = R×R3 = R4.

Všimněme si, že v uvedených dvou soustavách se na pravé straně ne-
vyskytuje samostatně proměnná t (tj. funkce f1, . . . , fn nezáviśı na t).
Takovým soustavám se ř́ıká autonomńı.

• Řešeńım soustavy (1) je n-tice funkćı x1, . . . , xn, která soustavu splňuje.
Podrobněji:

Uspořádaná n-tice funkćı [x1, . . . , xn] definovaných na nějakém otevřeném
intervalu I je řešeńım soustavy (1), pokud pro každé t ∈ I plat́ı

[t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)] ∈ G

a
x′1(t) = f1(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

x′2(t) = f2(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

...

x′n(t) = fn(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).

• Analogicky jako v Kapitole XIII definujeme prodloužeńı řešeńı a ma-
ximálńı řešeńı.
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• Pokud máme rovnici vyšš́ıho řádu, která je vyřešena v̊uči nejvyšš́ı de-
rivaci, tj. rovnici tvaru

x(n) = F (t, x, x′, . . . , x(n−1)), (∗)

kde F je nějaká funkce n + 1 proměnných, pak ji můžeme interpreto-
vat jako soustavu rovnic prvńıho řádu. A to tak, že neznámé budou
x, x′, . . . , x(n−1). Konkrétně jde o soustavu

x′1 = x2,

x′2 = x3,

...

x′n−1 = xn

x′n = F (t, x1, x2, . . . , xn).

(∗∗)

Máme tedy

f1(t, x1, x2, . . . , xn) = x2,

f2(t, x1, x2, . . . , xn) = x3,

...

fn−1(t, x1, x2, . . . , xn) = xn,

fn(t, x1, x2, . . . , xn) = F (t, x1, x2, . . . , xn).

Vztah rovnice (∗) a soustavy (∗∗) je dán t́ım, že funkce x je řešeńım rov-
nice (∗) na intervalu I, právě když uspořádáná n-tice [x, x′, . . . , x(n−1)]
je řešeńım soustavy (∗∗) na intervalu I.

Zároveň n-tice [x1, . . . , xn] je řešeńım soustavy (∗∗), právě když funkce

x1 je řešeńım rovnice (∗). (Pak x2 = x′1, x3 = x′′1, . . . , xn = x
(n−1)
1 .)
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• Speciálně, máme-li lineárńı rovnici n-tého řádu s konstantńımi koefici-
enty, tj. rovnici tvaru

x(n) + an−1x
(n−1) + · · ·+ a1x

′ + a0x = f(t),

kde a0, . . . , an−1 ∈ R a f je funkce spojitá na intervalu (a, b), můžeme
ji přepsat jako soustavu

x′1 = x2,

x′2 = x3,

...

x′n−1 = xn

x′n = f(t)− a0x1 − a1x2 − . . .− an−1xn.

• Soustavu (1) často doplňujeme počátečńımi podmı́nkami – chceme, aby
v daném bodě t0 měly funkce x1, . . . , xn předepsané hodnoty. Tyto
podmı́nky maj́ı tvar

x1(t0) = b1, x2(t0) = b2, . . . , xn(t0) = bn, (2)

kde t0 ∈ R a b1, . . . , bn ∈ R jsou dána.

Kombinace soustavy (1) a počátečńıch podmı́nek (2) se nazývá počátečńı
úloha.

Uspořádańı n-tice funkćı [x1, . . . , xn] je řešeńım počátečńı úlohy, pokud
je řešeńım soustavy (1) a nav́ıc splňuje počátečńı podmı́nky (2).

Aby počátečńı úloha v̊ubec mohla mı́t řešeńı, je potřeba, aby

[t0, b1, . . . , bn] ∈ G,

protože řešeńı muśı splňovat soustavu i v bodě t0.
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• Soustavu (1) často zapisujeme ve vektorovém tvaru jako jednu (vekto-
rovou) rovnici tvaru

x′ = f(t,x). (3)

Zde x = [x1, x2, . . . , xn] je neznámá vektorová funkce. (Vektorová funkce
je zobrazeńı definované na nějaké podmnožině R s hodnotami v Rn.
To znamená, že

x(t) = [x1(t), . . . , xn(t)],

kde x1, . . . , xn jsou reálné funkce.)

Symbol x′ znač́ı derivaci vektorové funkce, která se poč́ıtá po souřadnićıch,
tedy

x′(t) = [x′1(t), . . . , x
′
n(t)].

f je pak vektorové zobrazeńı definované na G ⊂ R × Rn = Rn+1 s
hodnotami v Rn, tj.

f(t,x) = [f1(t,x), f2(t,x), . . . , fn(t,x)].

• Vektorový tvar počátečńıch podmı́nek je

x(t0) = b, (4)

kde t0 ∈ R, b ∈ Rn a [t0, b] ∈ G.

K Větičce XVII.1:

• Tato větička umožňuje počátečńı úlohu (tj. soustavu diferenciálńıch
rovnic s počátečńımi podmı́nkami) vyjádřit ve formě jedné integrálńı
rovnice.

To je docela d̊uležité zejména z teoretického hlediska. Usnadňuje to
zkoumáńı vlastnost́ı řešeńı, jak uvid́ıme později.

• Předpoklady větičky jsou následuj́ıćı:

Máme soustavu ve tvaru (3), tj. x′ = f(t,x), kde f je zobrazeńı defi-
nované na nějaké množině G ⊂ R×Rn. Předpokládejme, že množina
G je otevřená a zobrazeńı f je spojité na G (tj. funkce f1, . . . , fn jsou
spojité na G).

Dále uvažujme počátečńı podmı́nku (4), tj. x(t0) = b, kde [t0, b] ∈ G.

Kromě toho máme otevřený interval (α, β) obsahuj́ıćı bod t0 a nějakou
vektorovou funkci x : (α, β)→ R.
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• Za těchto předpoklad̊u větička ř́ıká, že x je řešeńım počátečńı úlohy
((3) a (4)), právě když

∀t ∈ (α, β) : x(t) = b +

∫ t

t0

f(s,x(s)) ds. (5)

Přitom integrál z vektorové funkce na pravé straně je definován jako
Riemann̊uv integrál po složkách, tj.∫ t

t0

f(s,x(s)) ds =

[∫ t

t0

f1(s,x(s)) ds,

∫ t

t0

f2(s,x(s)) ds, . . . ,

∫ t

t0

fn(s,x(s)) ds

]
.

Tedy rovnost (5) rozepsaná do složek ř́ıká, že pro každé t ∈ (α, β) plat́ı

x1(t) = b1 +

∫ t

t0

f1(s, x1(s), . . . , xn(s)) ds,

x2(t) = b2 +

∫ t

t0

f2(s, x1(s), . . . , xn(s)) ds,

...

xn(t) = bn +

∫ t

t0

fn(s, x1(s), . . . , xn(s)) ds.

(6)

• Důkaz implikace ‘⇒’:

Předpokládejme, že x je řešeńım počátečńı úlohy. Ukažme, že plat́ı (5)
respektive (6).

Nejprve si uvědomme, že vektorová funkce x je spojitá na (α, β) (tj.
x1, . . . , xn jsou spojité na (α, β)). To proto, že je řešeńım soustavy, a
tedy má v každém bodě intervalu (α, β) vlastńı derivaci.

Z toho ovšem plyne, že i derivace x′ je spojitá. Pro každé j ∈ {1, . . . , n}
totiž plat́ı

x′j(t) = fj(t, x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ (α, β),

a funkce napravo je spojitá (jakožto složeńı spojitých funkćı).

Nyńı zvolme j ∈ {1, . . . , n} a t ∈ (α, β). Pak

xj(t) = xj(t0)︸ ︷︷ ︸
=bj

+(xj(t)− xj(t0)) = bj +

∫ t

t0

x′j(s) ds

= bj +

∫ t

t0

fj(s, x1(s), . . . , xn(s)) ds.
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Druhá rovnost plyne z Věty VIII.9 o výpočtu Riemannova integrálu
pomoćı primitivńı funkce. Třet́ı rovnost plyne z toho, že x je řešeńım
soustavy.

• Důkaz implikace ‘⇐’:

Předpokládejme, že vektorová funkce x : (α, β) → Rn splňuje rovnost
(5) respektive (6).

Nejprve si uvědomme, že dosazeńım t = t0 do (5) dostaneme x(t0) = b.
Neboli x splňuje počátečńı podmı́nku.

Zbývá ukázat, že x je řešeńım soustavy. To uděláme v několika kroćıch.

Nejprve si uvědomme, že funkce x1, . . . , xn jsou spojité. Pro každé j ∈
{1, . . . , n} je

xj(t) = bj +

∫ t

t0

fj(s, x1(s), . . . , xn(s)) ds, t ∈ (α, β).

Protože integrál na pravé straně je Riemann̊uv, z vlastnost́ı Rieman-
nova integrálu a z Lemmatu VIII.22 snadno plyne, že xj je spojitá.

Dále, protože x1, . . . , xn jsou spojité i fj je spojitá, je funkce

s 7→ fj(s, x1(s), . . . , xn(s))

spojitá na (α, β). Z Věty VIII.7 (o derivaci Riemannova integrálu podle
horńı meze) pak plyne, že

x′j(t) = fj(t, x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ (α, β),

což dokončuje d̊ukaz.
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K Větě XVIII.2:

• Tato věta ř́ıká, že za předpokladu, že

– G je otevřená množina;

– zobrazeńı f je spojité na G;

– t0 ∈ R, b ∈ Rn, přičemž [t0, b] ∈ G;

existuje aspoň jedno maximálńı řešeńı soustavy splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku
x(t0) = b.

• Pro rovnice se separovanými proměnnými a lineárńı rovnice prvńıho
řádu lze toto tvrzeńı dokázat pomoćı metody řešeńı. (Důležitou roli
přitom hraje věta o existenci primitivńı funkce ke spojité funkci – Věta
VIII.8.)

• Důkaz této věty provádět nebudeme, přesahuje rámec našeho kurzu.

Jen ho krátce okomentujme:

Nejprve se dokáže, že existuje řešeńı splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku de-
finované na nějakém (možná velmi malém) intervalu obsahuj́ıćım bod
t0. Následně se použije obecný princip, který ř́ıká, že každé řešeńı lze
prodloužit na maximálńı řešeńı.

Přitom prvńı část se udělá tak, že zkonstruujeme posloupnost
”
č́ım dál

přesněǰśıch přibližných řešeńı“ a ukážeme (s použit́ım spojitosti f), že
nějaká vybraná posloupnost konverguje k přesnému řešeńı.

• Tato věta ř́ıká, že za př́ıslušných předpoklad̊u existuje alespoň jedno
maximálńı řešeńı. Neř́ıká, kolik takových řešeńı existuje, jen že exis-
tuje alespoň jedno. Může jich existovat v́ıce, o čemž svědč́ı např́ıklad
př́ıklady rovnic se separovanými proměnnými, v nichž lze nalepovat.

Předpoklady, za kterých je řešeńı jednoznačné, řeš́ı Věta XVII.3
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K Větě XVII.3:

• Tato věta ř́ıká, že za předpokladu, že

– G je otevřená množina;

– zobrazeńı f je spojité na G;

– funkce f1, . . . , fn maj́ı v každém bodě G parciálńı derivace podle
druhé až (n+ 1)-té proměnné a tyto parciálńı derivace jsou nav́ıc
spojité na G;

– t0 ∈ R, b ∈ Rn, přičemž [t0, b] ∈ G;

existuje právě jedno maximálńı řešeńı soustavy splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku
x(t0) = b.

Připomeňme, že funkce f1, . . . , fn jsou funkce n + 1 proměnných – za
prvńı proměnnou se dosazuje t, za ostatńı hodnoty neznámých funkćı
x1, . . . , xn.

Jde tedy o parciálńı derivace (prvńıho řádu) podle všech proměnných
s výjimkou prvńı.

• Pro autonomńı rovnice tato věta plyne z posledńıho Důsledku v odd́ılu
XIV.2. Pro rovnice se separovanými proměnnými lze dokázat pomoćı
metody řešeńı s použit́ım Věty XIV.3(3).

• I d̊ukaz této věty přesahuje rámec našeho kurzu, proto ho nebudeme
provádět, pouze krátce okomentujeme.

Prvńı a nejd̊uležitěǰśı krok je opět d̊ukaz tvrzeńı pro nějaký (možná
velmi malý) interval obsahuj́ıćı bod t0. Zhruba řečeno se postupuje
takto: Vezmeme vhodná č́ısla δ, ε dost malé a definujeme zobrazeńı

Φ : C(〈t0 − δ, t0 + δ〉, B(b, ε))→ C(〈t0 − δ, t0 + δ〉,Rn)

předpisem

Φ(x)(t) = b+

∫ t

t0

f(s,x(s)) ds, t ∈ 〈t0−δ, t0+δ〉,x ∈ C(〈t0−δ, t0+δ〉, B(b, ε)).

Nyńı se ukáže, že zobrazeńı Φ má právě jeden pevný bod, tj. existuje
právě jedno x, pro které Φ(x) = x. To ovšem podle Větičky XVII.1
znamená, že x je řešeńım počátečńı úlohy.

10



Z toho pak plyne jednak, že pro každou počátečńı podmı́nku existuje
aspoň jedno maximálńı řešeńı (máme řešeńı na malém intervalu, které
lze prodloužit na maximálńı) a také to, že se řešeńı nemohou větvit.

Podrobnostmi se zabývat nebudeme.

• Z této věty plyne prvńı část posledńıho tvrzeńı Kapitoly XV (existence
a jednoznačnost řešeńı pro lineárńı rovnice prvńıho řádu). Zároveň jsme
ho ovšem dokázali z metody řešeńı.

• Z této věty plyne rovněž část Věty XVI.1 o existence a jednoznačnost
řešeńı řešeńı lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty, pokud tyto
rovnice interpretujeme jako soustavu, jak to bylo zmı́něno výše.

Jak se v tomto př́ıpadě Věta XVII.3 aplikuje, vysvětĺıme v př́ı̌st́ım
odd́ılu u Věty XVII.4.
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