
Komentář k odd́ılu XVII.5 – Stabilita stacionárńıch řešeńı auto-
nomńıch soustav

K obsahu a smyslu tohoto odd́ılu:

• Soustavy diferenciálńıch rovnic často slouž́ı k modelováńı časového vývoje
nějakých proces̊u (fyzikálńıch, biologických, ekonomických atp.).

Za určitých předpoklad̊u (viz Věta XVII.3) plat́ı, že pro každou počátečńı
podmı́nku existuje právě jedno maximálńı řešeńı, které ji splňuje.

V řeči modelováńı to znamená, že počátečńı stav jednoznačně určuje
budoućı vývoj (a také minulý vývoj).

• V konkrétńıch modelech a jejich konkrétńıch aplikaćıch ovšem mnohé
věci nev́ıme přesně.

Neumı́me přesně určit (změřit) současný stav a často ani neumı́me
spoč́ıtat explicitńı vzorec pro přesné řešeńı.

Pak přicházej́ı ke slovu přibližné a numerické metody – takových me-
tod existuje celá řada a mnohé jsou také implementovány v r̊uzných
softwarových nástroj́ıch.

Ale abychom věděli, že ta numericky spoč́ıtaná řešeńı jsou opravdu
přibližná řešeńı (tj. od přesného řešeńı se lǐśı jen málo), potřebujeme
vědět – zhruba řečeno – že když uděláme malou chybu ve vstupńıch
datech, bude i ve výsledku chyba malá.

• Jednou z vět v tomto směru je Věta XVII.13 o spojité závislosti na
počátečńıch podmı́nkách.

Ta ř́ıká (zjednodušeně), že když se málo změńı počátečńı podmı́nka, pak
se málo změńı řešeńı – ale jen na nějakém předem určeném uzavřeném
intervalu.

V tomto odd́ılu se budeme zabývat podmı́nkami, za nichž malá změna
počátečńı podmı́nky vyvolá malou změnu

”
až do nekonečna“.

• Věty o stabilitě jsou takovým snem teoretických ekonomů – ćılem je
jakási všeobecná rovnováha (equilibrium), v některých makroekono-
mických modelech nazývaná

”
bliss point“, tedy bod blaženosti, což

je ekonomická verze věčné blaženosti dosažitelné tou správnou mı́rou
spotřeby.
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• V teorii soustav diferenciálńıch rovnic je taková rovnováha reprezento-
vaná stacionárńım (konstantńım) řešeńım.

Za určitých předpoklad̊u pak plat́ı, že pokud se počátečńı podmı́nka
málo lǐśı od rovnovážné hodnoty, pak limitou řešeńı je právě ta rov-
novážná hodnota.

A to je přesně to, co ekonomové chtěj́ı – vývoj ekonomiky směřuje k
rovnováze, k věčné blaženosti. A podle jejich zaměřeńı bud’ sám od
sebe (podle pravicově zaměřených ekonomů) nebo v př́ıpadě, že stát
správně nastav́ı parametry a správně procesy usměrňuje (podle levicově
zaměřených ekonomů).

• Nakolik to odpov́ıdá realitě, necht’ si posoud́ı každý sám. Ale je s t́ım
spojena velmi zaj́ımavá část matematiky, do které v tomto odd́ılu
stručně nahlédneme.

Základńı situace a základńı pojmy:

• V tomto odd́ılu se budeme zabývat soustavami tvaru

x′ = g(x), (∗)

kde x je neznámá vektorová funkce a g je vektorové zobrazeńı defino-
vané na nějaké otevřené množině G ⊂ Rn (tj. g : G→ Rn).

Nav́ıc předpokládáme, že g je tř́ıdy C1 na množině G.

Zápis po složkách je

x′1 = g1(x1, x2, . . . , xn)

x′2 = g2(x1, x2, . . . , xn)

...

x′n = gn(x1, x2, . . . , xn),

přičemž funkce g1, . . . , gn jsou tř́ıdy C1 na množině G.

• Za této situace z Věty XVII.3 plyne, že pro každé t0 ∈ R a každé
b ∈ G existuje právě jedno maximálńı řešeńı x soustavy (∗) splňuj́ıćı
počátečńı podmı́nku x(t0) = b.
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• Soustavy tvaru (∗) jsou autonomńı, tj. na pravé straně se nevyskytuje
samostatně proměnná t (čas).

Stejně jako u autonomńıch rovnic z odd́ılu XIV.2 tedy daľśı vývoj záviśı
jen na okamžitém stavu, nikoli př́ımo na čase.

Plat́ı i následuj́ıćı tvrzeńı, které je zcela analogické podobnému tvrzeńı
z odd́ılu XIV.2 a jeho d̊ukaz je také stejný:

Necht’ x je řešeńı soustavy (∗) definované na intervalu (a, b). Dále necht’

c ∈ R. Pak vektorová funkce x̃(t) = x(t + c) je řešeńım soustavy (∗)
na intervalu (a− c, b− c).

• Stacionárńı bod soustavy (∗) je takový bod a ∈ G, pro který plat́ı
g(a) = 0.

To přesně znamená, že konstantńı funkce

x(t) = a, t ∈ R,

je řešeńım soustavy (∗).
Konstantńı řešeńı se nazývaj́ı též stacionárńı. Pokud soustava modeluje
nějaký proces, pak stacionárńı řešeńı reprezentuj́ı rovnovážné stavy.
Rovnovážný stav je takový stav, který se neměńı, z̊ustává stále stejný.

• Předmětem zájmu v tomto odd́ılu je otázka, co se stane, pokud počátečńı
podmı́nka je bĺızko stacionárńıho bodu – zda celý daľśı vývoj řešeńı
z̊ustane v bĺızkosti stacionárńıho řešeńı nebo ne a zda př́ıpadně bude
mı́t limitu rovnou stacionárńımu bodu.

To vyjadřuj́ı následuj́ıćı definice:

– Stacionárńı bod a soustavy je stabilńı, pokud ke každému ε > 0
existuje takové δ > 0, že pro každé řešeńı x, které splňuje
‖x(0)− a‖ < δ, plat́ı

∗ x je definováno na intervalu obsahuj́ıćım interval 〈0,+∞);

∗ ∀t ∈ 〈0,+∞) : ‖x(t)− a‖ < ε.

Ilustrujme to na obrázku:
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Pro každé ε > 0 (to reprezentuje oranžový pás š́ı̌rky ε) existuje
δ > 0 (to reprezentuje modrá úsečka o poloměru δ) tak, že kdykoli
řešeńı splňuje ‖x(0)− a‖ < δ (tj. procháźı modrou úsečkou), pak
je definované až do nekonečna a nevzdáĺı se v́ıce než ε od a (tj. graf
na intervalu 〈0,+∞) je celý obsažen v oranžovém pásu). Fialově
je vyznačen možný graf takového řešeńı.

Jak se tato řešeńı chovaj́ı pro t < 0, neńı podstatné – zaj́ımá nás
vývoj do budoucnosti, nikoli minulost.

Nenechme se zmást t́ım, že fialové řešeńı na obrázku se nacháźı
celé na jedné straně do stacionárńıho řešeńı. To je zp̊usobeno t́ım,
že obrázek je dvourozměrný, a tedy zachycuje př́ıpad n = 1 –
tedy jedné rovnice. Pak oranžový pás je skutečně stacionárńım
řešeńım rozdělen na dvě části – nad řešeńım a pod řešeńım. A
protože se řešeńı nemohou prot́ınat, muśı být každé řešeńı bud’

nad stacionárńım nebo pod ńım.

Pro větš́ı n to tak neńı – např́ıklad pro n = 2 oranžový pás je
ve skutečnosti nekonečný válec o poloměru ε okolo stacionárńıho
řešeńı, a tak řešeńı obsažená v tomto válci mohou stacionárńı
řešeńı r̊uzně obtáčet.

– Pokud stacionárńı bod a neńı stabilńı, pak mu (nikoli překvapivě)
ř́ıkáme nestabilńı.

– Silněǰśı verźı stability je asymptotická stabilita. Přesněji, stacionárńı
bod a je asymptoticky stabilńı,

∗ pokud je stabilńı,

∗ a nav́ıc existuje ∆ > 0, že pro každé řešeńı splňuj́ıćı
‖x(0)− a‖ < ∆ plat́ı lim

t→+∞
x(t) = a.
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Zd̊urazněme, že součást́ı definice asymptotické stability je podmı́nka
stability, která neplyne automaticky z druhé podmı́nky. Konkrétńı
př́ıklad nebudeme uvádět, ale je myslitelné, že každé řešeńı se nej-
prve vzdáĺı od stacionárńıho např́ıklad do vzdálenosti 1 nebo vyšš́ı,
ale pak se opět přibĺıž́ı a jeho limitou je stacionárńı bod.

• Uved’me ilustrativńı př́ıklad, ne př́ımo soustavy rovnic, ale fyzikálńıho
procesu, který demonstruje definované pojmy.

Mějme drát ve tvaru sinusoidy a na něm navlečený korálek, který se po
onom drátě může pohybovat.

xa b

Stav korálku v čase t poṕı̌seme dvojićı [x(t), v(t)], kde x(t) je x-ová
souřadnice polohy korálku a v(t) je okamžitá rychlost korálku ve směru
osy x (kladná rychlost znamená pohyb doprava, záporná pohyb doleva).

Předpokládejme, že na korálek p̊usob́ı gravitačńı śıla ve směru svisle
dol̊u a že po drátě klouže bez třeńı.

Pak třeba [a, 0] a [b, 0] jsou stacionárńı body. Pokud se korálek nacháźı
v jednom z těchto bod̊u a má nulovou rychlost, z̊ustane stát na mı́stě.

Bod [b, 0] je ovšem nestabilńı. Stač́ı libovolně malá výchylka polohy
nebo rychlosti a korálek p̊usobeńım gravitace klouže do nejbližš́ıho
údoĺı, takže se vzdáĺı od stacionárńıho bodu. (V údoĺı se nezastav́ı,
ale to ted’ neńı podstatné.)

Bod [a, 0] je stabilńı, ale ne asymptoticky stabilńı. Pokud se málo změńı
poloha či rychlost, pak korálek bude periodicky klouzat tam a zpět
kolem bodu a.

Pokud ovšem na korálek p̊usob́ı i třeńı, pak je bod [a, 0] asympto-
ticky stabilńı. Pokud se totiž málo změńı poloha či rychlost, bude opět
klouzat tam a zpět kolem bodu a. Zároveň však vlivem třeńı bude
zpomalovat a výchylky se budou zmenšovat, takže se bude bĺıžit ke
stacionárńımu bodu [a, 0].
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K Větě XVII.14:

• Speciálńım př́ıpadem autonomńıch soustav jsou homogenńı soustavy
lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty, tj. soustavy

x′ = Ax, (∗∗)

kde A je čtvercová matice řádu n.

Taková soustava má vždy aspoň jeden stacionárńı bod, a to o.

Pokud je A regulárńı, je to jediný stacionárńı bod.

Pokud A neńı regulárńı, existuje nekonečně mnoho stacionárńıch bod̊u
– jsou to všechna b ∈ Rn splňuj́ıćı Ab = o, tedy prvky jádra lineárńıho
zobrazeńı reprezentovaného matićı A.

• Věta XVII.14 se zabývá podmı́nkami, za kterých je stacionárńı bod o
soustavy (∗∗) stabilńı nebo asymptoticky stabilńı.

• Bod (i) ř́ıká, že bod o je asymptoticky stabilńı, právě když každé vlastńı
č́ıslo λ matice A splňuje Reλ < 0.

To plyne z metody řešeńı těchto soustav z odd́ılu XVII.3 (viz úlohu 3
z doplňuj́ıćıch cvičeńı k tomuto odd́ılu).

Podrobný d̊ukaz dělat nebudeme.

• Bod (ii) ř́ıká, že bod o je stabilńı, právě když pro každé vlastńı č́ıslo λ
matice A plat́ı

◦ Reλ ≤ 0,

◦ pokud Reλ = 0, pak násobnost λ je rovna n− h(λI− A).

Ani ten nebudeme podrobně dokazovat. Plyne z d̊ukladné analýzy me-
tody řešeńı z odd́ılu XVII.3, která byla naznačena v úlohách 7, 10, 13,
14 z doplňuj́ıćıch cvičeńı k tomuto odd́ılu.
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K Větě XVII.15:

• Tato věta se zabývá podmı́nkami, za nichž je stabilńı či asymptoticky
stabilńı stacionárńı bod v obecném př́ıpadě.

Na rozd́ıl od lineárńıch soustav tentokrát nemáme žádnou jednoduchou
charakterizaci, ale pouze dvě implikace.

Vysvětĺıme tedy předpoklady a tvrzeńı věty a také meze jej́ı použitelnosti.

• Máme soustavu (∗) a jej́ı stacionárńı bod a. Uvažme matici

A =

(
∂gi
∂xj

)
i,j=1,...,n

.

To je Jacobiho matice zobrazeńı g v bodě a, s ńıž jsme se setkali v
jiném kontextu v kapitole VIII ve větě o substituci pro Lebesgue̊uv
integrál.

Zde nás ovšem nebude zaj́ımat jej́ı determinant, ale jej́ı vlastńı č́ısla,
jak vysvětĺıme ńıže.

• Protože funkce g1, . . . , gn jsou tř́ıdy C1, z Věty V.12 (o tečnosti tečné
nadroviny) plyne

∀i ∈ {1, . . . , n} : lim
x→a

gi(x)− gi(a)−∇gi(a) · (x− a)

‖x− a‖
= 0,

kde použ́ıváme značeńı z daľśıch odd́ıl̊u (maticové násobeńı z kapitoly
VI a normu z odd́ılu IX.3).

Protože a je stacionárńı bod, neboli g(a) = o, je gi(a) = 0 pro každé
i, a tedy plat́ı

∀i ∈ {1, . . . , n} : lim
x→a

gi(x)−∇gi(a) · (x− a)

‖x− a‖
= 0.

Protože řádky matice A jsou právě gradienty funkćı g1, . . . , gn v bodě
a, lze těchto n rovnost́ı zapsat najednou v maticovém tvaru

lim
x→a

g(x)− A · (x− a)

‖x− a‖
= o.
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Pokud označ́ıme

h(x) = g(x)− A · (x− a), x ∈ G,

tj.

hi(x) = gi(x)−∇gi(a) · (x− a), x ∈ G, i ∈ {1, . . . , n},

pak plat́ı
g(x) = A · (x− a) + h(x), x ∈ G

a

lim
x→a

h(x)

‖x− a‖
= o.

• Pak soustava (∗) má tvar

x′ = A · (x− a) + h(x),

kde vektorové zobrazeńı h je
”
velmi malé“ v bĺızkosti a (viz limita

výše).

Pak a je také stacionárńı bod lineárńı soustavy

x′ = A · (x− a)

a podle Věty XVII.14 umı́me určit, zda je stabilńı či asymptoticky
stabilńı.

Obsahem Věty XVII.15 je tvrzeńı, že vlastnosti řešeńı této lineárńı
soustavy, se přenesou na řešeńı soustavy (∗), a to za předpokladu,
že v lineárńım př́ıpadě jsou splněny

”
výrazným zp̊usobem“, což dále

upřesńıme, co znamená.

• Bod (i): Pokud pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A plat́ı Reλ < 0, pak
a je asymptoticky stabilńı stacionárńı bod soustavy (∗).
Podle Věty XVII.14 v́ıme, že tato podmı́nka je ekvivalentńı tomu, že
o je asymptoticky stabilńı stacionárńı bod soustavy x′ = A · x, což je
evidentně ekvivalentńı tomu, že a je asymptoticky stabilńı stacionárńı
bod soustavy x′ = A · (x− a).

Bod (i) nám ř́ıká, že perturbace pomoćı
”
malé“ funkce h (viz výše)

asymptotickou stabilitu nepokaźı.
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• Bod (ii): Pokud existuje vlastńı č́ıslo λ matice A, pro které plat́ı Reλ >
0, pak stacionárńı bod a je nestabilńı.

V tomto př́ıpadě z Věty XVII.14 plyne, že o je nestabilńı stacionárńı
bod soustavy x′ = A ·x, neboli a je nestabilńı stacionárńı bod soustavy
x′ = A · (x− a).

Nav́ıc, z metody řešeńı z odd́ılu XVII.3 vid́ıme, že tato nestabilita je

”
výrazná“ – existuje řešeńı, které zač́ıná bĺızko stacionárńıho řešeńı a

pak se vzdaluje exponenciálńım tempem.

Bod (ii) nám ř́ıká, že tento výrazný druh nestability nemůže spravit
perturbace pomoćı

”
malé“ funkce h (viz výše).

• Body (i) a (ii) nepokrývaj́ı všechny možnosti. V př́ıpadě, že všechna
vlastńı č́ısla λ matice A splňuj́ı Reλ ≤ 0 a některá z nich splňuj́ı
Reλ = 0, pak tato věta neř́ıká nic.

Věta XVII.14 nám sice ř́ıká, jak poznat, zda a je stabilńı bod soustavy
x′ = A · (x − a), ale jeho stabilita či nestabilita je

”
málo výrazná“

a malá perturbace pomoćı funkce h může situaci změnit, a to oběma
směry.

To dále ilustrujeme na př́ıkladech.

• Uvažme př́ıpad jedné rovnice x′ = g(x), kde funkce g je tř́ıdy C1 na
nějakém otevřeném intervalu I a a ∈ I je stacionárńı bod. Pak plat́ı:

– Pokud g′(a) < 0, pak a je asymptoticky stabilńı. (Bod (i), též to
plyne z metod z odd́ılu XIV.2.)

– Pokud g′(a) > 0, pak a je nestabilńı. (Bod (ii), též to plyne z
metod z odd́ılu XIV.2.)

– Pokud g′(a) = 0, pak se může stát cokoli:

∗ Pokud g(x) = x2 nebo g(x) = x3, pak g′(0) = g(0) = 0 a
stacionárńı bod 0 je nestabilńı. (Použij́ı se metody z odd́ılu
XIV.2.)

∗ Pokud g(x) = 0, pak g′(0) = g(0) = 0 a stacionárńı bod 0
je stabilńı, ale ne asymptoticky stabilńı. (Řešeńım jsou právě
konstantńı funkce.)

∗ Pokud g(x) = −x3, pak g′(0) = g(0) = 0 a stacionárńı bod 0
je asymptoticky stabilńı. (Použij́ı se metody z odd́ılu XIV.2.)
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Tyto př́ıklady ukazuj́ı, že v př́ıpadě, že př́ıslušný stacionárńı bod

”
linearizované“ soustavy je stabilńı, může pro p̊uvodńı soustavu

nastat kterýkoli ze tř́ı př́ıpad̊u (asymptotická stabilita, pouze sta-
bilita, nestabilita).

– Pokud př́ıslušný stacionárńı bod linearizované soustavy je nesta-
bilńı, ale přitom všechna vlastńı č́ısla maj́ı nekladnou reálnou část,
opět může nastat kterákoli ze tř́ı možnost́ı.

To však už nelze ilustrovat na př́ıkladu jedné rovnice, př́ıklady
jsou složitěǰśı a uvádět je nebudeme.

• Důkaz Věty XVII.15 provádět nebudeme. Výše byl naznačen jej́ı význam
– a d̊ukaz spoč́ıvá v tom, že se výše uvedená tvrzeńı ověř́ı pečlivými
výpočty.

Tyto výpočty jsou poněkud komplikovaněǰśı verźı výpočt̊u z d̊ukazu
Věty XVII.13. Použijte se opět Lemma XVII.11 (Gronwallovo) a Věta
XVII.10 (o opouštěńı kompaktu), k tomu pečlivá práce s definićı limity
použité jednak na tvrzeńı věty a jednak na limitu, která popisuje malost
perturbačńı funkce h.
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