
K odd́ılu VII.2 – prvńı část (řady s nezápornými členy, absolutńı
konvergence, srovnávaćı kritéria)

Úvodńı poznámky:

• Základńı úlohou, kterou se zabýváme v této kapitole, neńı úloha seč́ıst
danou nekonečnou řadu, ale úloha zjistit, zda daná řada konverguje
nebo diverguje.

Důvodem je to, že řad, které je možné nějakým zp̊usobem přesně seč́ıst,
je velmi málo. Kromě toho metody sč́ıtáńı řad (těch, které je možné
přesně seč́ıst) jsou hodně pokročilé.

Pokud zjist́ıme, že nějaká řada konverguje, pak můžeme jej́ı součit určit
přibližně tak, že ho nahrad́ıme některým částečným součtem. Tedy,
mı́sto abychom sečetli nekonečně mnoho č́ısel (což neumı́me), sečteme
jen dostatečně velký konečný počet č́ısel. Bylo by dobré vědět, co je
to

”
dostatečně velký“, tj. kolik člen̊u muśıme seč́ıst, abychom dosáhli

požadované přesnosti. I na to existuj́ı metody, ale t́ım se v tuto chv́ıli
zabývat nebudeme.

Daľśım d̊uvodem pro zjǐst’ováńı konvergence je skutečnost, že některé
veličiny či funkce se přirozeně vyjadřuj́ı jako součet nekonečné řady
(př́ıklady uvid́ıme v Matematice III) a potřebujeme vědět, že př́ıslušné
vzorce dávaj́ı smysl.

• Řady s nezápornými členy maj́ı některé speciálńı vlastnosti:

Mějme řadu
∑∞

n=1 an, jej́ıž členy jsou nezáporné, tj. an ≥ 0 pro každé
n. Připomeňme, že částečné součty jsou definované vzorcem

sm = a1 + · · ·+ am.

Je zřejmé, že posloupnost {sm} je v tomto př́ıpadě neklesaj́ıćı

(protože sm+1 = sm + am+1 ≥ sm pro každé m ∈ N),

a tedy lim sm vždy existuje podle věty o limitě monotónńı posloupnosti.
Podle zmı́něné věty máme tedy dvě možnosti:

1. Posloupnost {sm} je shora omezená. Pak má vlastńı limitu, a tedy
řada konverguje.
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2. Posloupnost {sm} neńı shora omezená. Pak lim sm = +∞. Tedy
řada diverguje a má součet +∞.

Nemůže se tedy stát, že by řada s nezápornými členy neměla součet.

K Větě VII.3:

• Důkaz bodu (i):

Necht’ {sm} je posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an a {tm} je
posloupnost částečných součt̊u řady

∑∞
n=1 bn. Tedy

sm = a1 + a2 + · · ·+ am,

tm = b1 + b2 + · · ·+ bm.

Z předpokladu 0 ≤ an ≤ bn pro každé n ∈ N plyne, že pro každé m ∈ N
je

0 ≤ sm = a1 + a2 + · · ·+ am ≤ b1 + b2 + · · ·+ bm = tm. (∗)

Pokud řada
∑

n bn konverguje, znamená to, že posloupnost {tm} má
vlastńı limitu, a tedy je shora omezená.

Z (∗) pak plyne, že i posloupnost {sm} je shora omezená (stejnou horńı
závorou).

Protože posloupnost {sm} je nav́ıc neklesaj́ıćı, muśı mı́t vlastńı limitu
(podle věty o limitě monotónńı posloupnosti). To ovšem znamená, že
řada

∑
n an konverguje a d̊ukaz je hotov.

• Důkaz bodu (ii): Bod (ii) plyne ihned z (i), protože jeho obsahem je
implikace, která je obměnou implikace z bodu (i).

• Intuitivńı vyjádřeńı:

Máme-li řadu s nezápornými členy, pak konverguje, právě když po-
sloupnost částečných součt̊u je shora omezená.

Tedy, pro řadu s menš́ımi členy je
”
snažš́ı konvergovat“ a pro řadu s

větš́ımi členy je
”
těžš́ı konvergovat“.
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• Př́ıklady použit́ı:

1.
∞∑
n=1

1

n2n
konverguje:

Pro každé n ∈ N zřejmě plat́ı

0 ≤ 1

n2n
≤ 1

2n
.

Řada
∑∞

n=1
1
2n

konverguje podle př́ıkladu 2 z odd́ılu VII.1. Tedy i
naše řada konverguje (podle bodu (i)).

2.
∞∑
n=1

1

n2
konverguje.

Pro každé n ∈ N plat́ı

0 ≤ 1

n2
=

1

n · n
≤ 2

n(n+ 1)

(protože n+ 1 ≤ n+ n = 2n).

Podle př́ıkladu 4 z odd́ılu VII.1 řada
∑∞

n=1
1

n(n+1)
konverguje.

Podle Větičky VII.2(i) konverguje také řada
∑∞

n=1
2

n(n+1)
.

Nakonec z bodu (i) plyne, že i naše řada konverguje.

3. Pro každé α > 2 řada
∞∑
n=1

1

nα
konverguje.

Stač́ı použ́ıt bod (i), předchoźı př́ıklad a skutečnost, že

0 ≤ 1

nα
≤ 1

n2
pro každé n ∈ N.

4. Pro každé α < 1 řada
∞∑
n=1

1

nα
diverguje.

Pro každé n ∈ N plat́ı

0 ≤ 1

n
≤ 1

nα
.

Protože řada
∑

n
1
n

diverguje (viz př́ıklad 5 z odd́ılu VII.1), podle
bodu (ii) diverguje i naše řada.
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K Větě VII.4:

• Pomocné značeńı:

Pro x ∈ R znač́ıme

x+ = max{x, 0} (kladná část č́ısla x),

x− = max{−x, 0} (záporná část č́ısla x).

Tedy

x+ =

{
x, pokud x ≥ 0,

0, pokud x < 0
a x+ =

{
0, pokud x ≥ 0,

−x, pokud x < 0.

Pak plat́ı x+ ≥ 0, x− ≥ 0, x = x+−x− a |x| = x++x−. (Poznamenejme,
že navzdory svému názvu je záporná část č́ısla vždy nezáporné č́ıslo.)

Funkce x 7→ x+ a x 7→ x− jsou d̊uležité funkce, které budeme použ́ıvat
i později. (S prvńı z nich se pod názvem

”
kladná hodnota č́ısla“ můžete

setkat i ve formuláři pro daňové přiznáńı.)

Grafy těchto funkćı jsou zachyceny na následuj́ıćıch obrázćıch:

x0

y

y = x+

x0

y

y = x−

Kladnou a zápornou část č́ısla budeme použ́ıvat nikoli pro jednotlivá
č́ısla, ale hlavně pro posloupnosti a později i pro funkce.

Např́ıklad, pokud an = (−1)n, tj. posloupnost {an} má tvar

−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .

Posloupnost {a+n } má pak tvar

0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .

a posloupnost {a−n } má tvar

1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .
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Pro funkce (což využijeme až později, v Matematice III) to můžeme
ilustrovat na funkci f(x) = x2 − 1. Na prvńım obrázku je graf funkce
f , na druhém graf f+ a na třet́ım graf f−. Je vidět, že f = f+ − f− a
|f | = f+ + f−.

−1 0 1

−1

f

−1 0 1

f+

−1 0 1

1

f−

• Důkaz Věty VII.4:

Předpokládejme, že řada
∑∞

n=1 |an| konverguje.

Protože pro každé n ∈ N plat́ı

0 ≤ a+n ≤ |an| a 0 ≤ a−n ≤ |an|,

podle bodu (i) Věty VII.3 konverguj́ı i řady

∞∑
n=1

a+n a
∞∑
n=1

a−n .

Protože pro každé n ∈ N plat́ı

an = a+n − a−n ,

podle Větičky VII.2 konverguje i řada

∞∑
n=1

(a+n − a−n ) =
∞∑
n=1

an.

T́ım je d̊ukaz hotov.

• Tato věta ospravedlňuje zavedeńı termı́nu absolutńı konvergence. Plyne
z ńı totiž, že absolutně konvergentńı řada je i konvergentńı, takže ab-
solutńı konvergence je silněǰśı formou konvergence.
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• Věta VII.4 je formulována jako implikace. Obrácená implikace neplat́ı.
O tom svědč́ı např́ıklad př́ıklad 6 z odd́ılu VII.1.

Pokud členy této řady označ́ıme an, pak z př́ıkladu v́ıme, že
∑

n an
konverguje.

Přitom však |an| ≥ 1
n

pro každé n ∈ N, tedy
∑

n |an| diverguje (použ́ıváme
př́ıklad 5 z odd́ılu VII.1 a Větu VII.3(ii)).

• Pokud řada konverguje, ale nekonverguje absolutně, ř́ıkáme, že konver-
guje neabsolutně. Vı́ce př́ıklad̊u takových řad bude v odd́ılu VII.3.

• Př́ıklad: Řada
∑∞

n=1
sinn
n2 konverguje.

Protože

0 ≤
∣∣∣∣sinnn2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2

pro každé n ∈ N a
∑

n
1
n2 konverguje (viz př́ıklad 2 ke komentáři k Větě

VII.3), podle Věty VII.3(i) konverguje i řada

∞∑
n=1

∣∣∣∣sinnn2

∣∣∣∣ .
Z Věty VII.4 pak plyne, že řada

∞∑
n=1

sinn

n2

konverguje též.

K Větě VII.3’:

• Tato věta plyne z Věty VII.3 a toho, že konvergence řady nezáviśı na

”
chováńı prvńıch pár člen̊u řady“ (viz závěrečná poznámka v odd́ılu

VII.1).
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• Bod (i) lze tedy dokázat např́ıklad takto:

∞∑
n=1

bn konverguje
Poznámka (2)

=⇒
∞∑

n=n0

bn konverguje

Věta VII.3(i)
=⇒

∞∑
n=n0

an konverguje

Poznámka (2)
=⇒

∞∑
n=1

an konverguje,

kde Poznámka (2) je ta, která je na konci odd́ılu VII.1.

• Bod (ii) opět plyne z bodu (i) pomoćı obměny implikace.

K Větě VII.5:

• Důkaz bodu (a):

Předpokládejme, že existuje vlastńı limita L = lim an
bn

a že řada
∑

n bn
konverguje.

Protože an ≥ 0 a bn ≥ 0 pro každé n, nutně L ≥ 0. Nav́ıc existuje
n0 ∈ N takové, že pro n ≥ n0 je bn > 0 (aby byl pod́ıl an

bn
definován).

Z definice limity (nebo z věty o limitě a uspořádáńı) plyne, že existuje
takové n1 ∈ N, že

∀n ≥ n1 :
an
bn

< L+ 1.

Protože pro n ≥ n1 je an
bn

definováno, muśı platit bn > 0. Proto můžeme
uvedenou nerovnost vynásobit bn a dostaneme

∀n ≥ n1 : an < (L+ 1)bn.

Protože
∑

n bn konverguje, podle Větičky VII.2 konverguje také řada∑
n(L+ 1)bn.

Podle Věty VII.3’(i) (připomeňme, že an ≥ 0 pro každé n) nyńı dosta-
neme, že konverguje i řada

∑
n an.

T́ım je d̊ukaz proveden.
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• Důkaz bodu (b):

Tento bod plyne z bodu (a):

Implikace ∑
n

bn konverguje⇒
∑
n

an konverguje

plyne z bodu (a) př́ımo (je to speciálńı př́ıpad).

Dokažme tedy implikaci∑
n

an konverguje⇒
∑
n

bn konverguje.

Necht’
∑

n an konverguje. Z předpokladu a věty o aritmetice limit plyne,
že

lim
bn
an

=
1

c
.

Limita je vlastńı, a tedy aplikaćı bodu (a) dostaneme, že
∑

n bn kon-
verguje.

• Důsledkem bodu (a) je i následuj́ıćı tvrzeńı (které se občas může hodit):

Necht’
∑

n an a
∑

n bn jsou řady s nezápornými členy a lim an
bn

= +∞.
Pokud řada

∑
n bn diverguje, pak také řada

∑
n an diverguje.

Důkaz: Z Věty o aritmetice limit plyne lim bn
an

= 0. Proto toto tvrzeńı
plyne z bodu (a) pomoćı obměny implikace.

• Intuitivńı vyjádřeńı a pomůcky k zapamatováńı:

Jak bylo již řečeno výše, pro řady s nezápornými členy plat́ı, že pro řadu
s menš́ımi členy je

”
snažš́ı konvergovat“ a pro řadu s větš́ımi členy je

”
těžš́ı konvergovat“.

K porovnáńı člen̊u řad lze využ́ıt limitu. Zhruba řečeno plat́ı:

lim
an
bn

=



0 ⇒ členy posloupnosti {an} jsou

”
výrazně menš́ı než“ členy posloupnosti {bn},

c ∈ (0,+∞) ⇒ členy posloupnosti {an} jsou

”
zhruba stejně velké jako“ členy posloupnosti {bn},

+∞ ⇒ členy posloupnosti {an} jsou

”
výrazně větš́ı než“ členy posloupnosti {bn}.
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Proto by měla být platnost Věty VII.5 intuitivně přirozená.

• Aplikace pro řady, které nemuśı mı́t nezáporné členy:

Necht’
∑

n an a
∑

n bn jsou dvě řady, přičemž druhá z nich má nezáporné

členy a existuje vlastńı limita lim
∣∣∣anbn ∣∣∣. Pokud řada

∑
n bn konverguje,

pak také řada
∑

n an konverguje (dokonce absolutně).

Důkaz: Necht’
∑

n bn konverguje. Z bodu (a) plyne, že konverguje řada∑
n |an|. Nakonec použijeme Větu VII.4.
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