K oddilu VII.2 — prvni ¢ast (fady s nezapornymi ¢leny, absolutni
konvergence, srovnavaci kritéria)

Uvodni poznamky:

e Zakladni tlohou, kterou se zabyvame v této kapitole, neni tloha secist
danou nekonecnou tadu, ale iloha zjistit, zda dand tada konverguje
nebo diverguje.

Duvodem je to, ze Tad, které je mozné néjakym zpusobem presné secist,
je velmi mélo. Kromé toho metody scitani fad (téch, které je mozné
presné secist) jsou hodné pokrocilé.

Pokud zjistime, ze néjaka rada konverguje, pak muzeme jeji soucit urcit
priblizné tak, ze ho nahradime nékterym castecnym souctem. Tedy,
misto abychom secetli nekoneéné mnoho ¢isel (coz neumime), se¢teme
jen dostatecné velky konecny pocet ¢isel. Bylo by dobré védét, co je
to ,dostateéné velky“, tj. kolik ¢lenu musime secist, abychom dosédhli
pozadované presnosti. I na to existuji metody, ale tim se v tuto chvili
zabyvat nebudeme.

Dalsim duvodem pro zjistovani konvergence je skuteénost, Ze nékteré
veliciny ¢i funkce se prirozené vyjadiuji jako soucet nekonecéné rady
(priklady uvidime v Matematice III) a potiebujeme védét, ze piislusné
vzorce davaji smysl.

e Rady s nezdpornymi ¢leny maji nékteré specidlni vlastnosti:

Méjme fadu > 7 | a,, jejiz ¢leny jsou nezdporné, tj. a, > 0 pro kazdé

n. Pfipomenme, ze ¢astecné soucty jsou definované vzorcem
Sm=a1 + -+ Q.
Je ziejmé, ze posloupnost {s,,} je v tomto piipadé neklesajici
(protoze Smi1 = Sm + Ami1 = Sm pro kazdé m € N),

a tedy lim s, vzdy existuje podle véty o limité monoténni posloupnosti.
Podle zminéné véty mame tedy dvé moznosti:

1. Posloupnost {s,,} je shora omezena. Pak m4 vlastni limitu, a tedy
fada konverguje.



2. Posloupnost {s,,} neni shora omezena. Pak lims,, = +o00. Tedy
rada diverguje a ma soucet +oc.

Nemuze se tedy stat, ze by fada s nezapornymi cleny neméla soucet.
K Vvéte VIIL.3:

e Dikaz bodu (i):

Necht {s,,} je posloupnost ¢dstecnych souctu fady > oo a, a {tn} je
posloupnost ¢éstecnych souctu fady > - | b,. Tedy

Sm = a1+ a2 + -+ Ay,
tym=b1+by+ -+ b,

7 predpokladu 0 < a,, < b, pro kazdé n € N plyne, ze pro kazdé m € N
je
0<sp=a1+as+- - +a, <b+b+---+b, =t,. (%)

Pokud ftada ) b, konverguje, znamend to, ze posloupnost {t,,} ma
vlastni limitu, a tedy je shora omezena.

Z (*) pak plyne, Ze i posloupnost {s,,} je shora omezen4 (stejnou horni
Zavorou).

Protoze posloupnost {s,,} je navic neklesajici, musi mit vlastni limitu
(podle véty o limité monoténni posloupnosti). To ovsem znamend, ze
fada ) a, konverguje a dikaz je hotov.

e Diikaz bodu (ii): Bod (ii) plyne ihned z (i), protoze jeho obsahem je
implikace, kterd je obménou implikace z bodu (i).

e Intuitivni vyjadfeni:
Mame-li fadu s nezapornymi ¢leny, pak konverguje, pravé kdyz po-
sloupnost ¢dstecnych souctu je shora omezena.

Tedy, pro fadu s mensimi c¢leny je ,snazsi konvergovat® a pro fadu s
vetsimi cleny je ,,tézsi konvergovat®.



e Piiklady pouziti:

=1
1. —— konverguje:
;nQ” verguj
Pro kazdé n € N ziejmeé plati

1 1
0 — < —.
T n2r T 27
Rada Yo 2% konverguje podle piikladu 2 z oddilu VII.1. Tedy i
nase fada konverguje (podle bodu (i)).

2. Zl 3 konverguje.
Pro kazdé n € N plati
o<t 1 o2
“n2 n-n- nn+1)

(protoze n+ 1 < n+n = 2n).

Podle prikladu 4 z oddilu VIL.1 rada >~ ﬁ konverguje.

Podle Véticky VIL.2(i) konverguje také rada >~ | ﬁ

Nakonec z bodu (i) plyne, ze i nase fada konverguje.

= 1
3. Pro kazdé o > 2 tada E — konverguje.
/,/LO[
n=1

Staci pouzit bod (i), predchozi piiklad a skutecnost, ze
1 ~ /

< — pro kazdé n € N.
n

1
4. Pro kazdé a < 1 tada E — diverguje.
nOé
n=1

Pro kazdé n € N plati
1

0< .
= e

<

SEES

Protoze fada ), % diverguje (viz ptiklad 5 z oddilu VIIL.1), podle
bodu (ii) diverguje i nase fada.
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K Véte VI1.4:

e Pomocné znaceni:

Pro z € R znac¢ime

r" = max{xr,0} (kladna ¢ést cisla x),
r~ =max{—=z,0} (zaporna cast cisla x).
Tedy
n x, pokud x >0, n 0, pokud x > 0,
rh = a z"=
0, pokud x <0 —x, pokud z < 0.

Pak platizt > 0,27 > 0,z = 2 —2~ a|z| = 7 +2~. (Poznamenejme,
ze navzdory svému nézvu je zdpornd cast ¢isla vzdy nezéporné éislo.)

Funkce z — 21 a x — 2~ jsou dulezité funkce, které budeme pouzivat
i pozdéji. (S prvni z nich se pod ndzvem ,kladna hodnota ¢isla“ muzete
setkat i ve formuldfi pro danové priznani.)

Grafy téchto funkei jsou zachyceny na nasledujicich obrazcich:
Y

y=ux

0' x

Kladnou a zépornou cast ¢isla budeme pouzivat nikoli pro jednotliva
¢isla, ale hlavné pro posloupnosti a pozdéji i pro funkce.

Napiiklad, pokud a,, = (—1)", tj. posloupnost {a,} mé tvar
1,1,-1,1,-1,1,...
Posloupnost {a;}} mé pak tvar
0,1,0,1,0,1,. ..
a posloupnost {a,, } mé tvar

1,0,1,0,1,0,...
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Pro funkce (coz vyuzijeme az pozdéji, v Matematice III) to muzeme
ilustrovat na funkci f(z) = 2? — 1. Na prvnim obrdzku je graf funkce
f, na druhém graf f* a na tretim graf f~. Je vidét, ze f = fT — f~ a
[fl=rr+7

ANy,

—1 0 /1 -1

—1

Dukaz Véty VII.4:
Predpoklddejme, ze fada Y | |a,| konverguje.

Protoze pro kazdé n € N plati
0<al<la, a 0<a, <lan,

podle bodu (i) Véty VIL.3 konverguji i fady

Protoze pro kazdé n € N plati

a, =a’ —a,

n

podle Véticky VII.2 konverguje i fada

0 0
St )=
n=1 n=1

Tim je dikaz hotov.

Tato véta ospravedlnuje zavedeni terminu absolutni konvergence. Plyne
z ni totiz, ze absolutné konvergentni fada je i konvergentni, takze ab-
solutni konvergence je silnéjsi formou konvergence.



e Véta VIIL4 je formulovana jako implikace. Obracend implikace neplati.
O tom sveédéi napiiklad priklad 6 z oddilu VII.1.
Pokud cleny této fady oznacime a,, pak z piikladu vime, ze ) a,
konverguje.

Ptitom vsak |a,| > % pro kazdé n € N, tedy > |a,| diverguje (pouzivame
piiklad 5 z oddilu VII.1 a Vétu VIL.3(ii)).

e Pokud rada konverguje, ale nekonverguje absolutné, rikame, ze konver-
guje neabsolutné. Vice piikladu takovych fad bude v oddilu VII.3.

e Pifklad: Rada ) o7, S konverguje.

n=1

Protoze

1
<=
n2

sinn

0<

n2

prokazdén e Na ) # konverguje (viz priklad 2 ke komentaii k Vété
VIL.3), podle Véty VIL.3(i) konverguje i fada

>

n=1

sinn

n2

Z Véty VII.4 pak plyne, ze fada

konverguje téz.
K Vete VIL.3’:
e Tato véta plyne z Véty VIIL.3 a toho, ze konvergence fady nezavisi na

»chovani prvnich par clenu fady“ (viz zavérecnd pozndmka v oddilu

VIL1).



e Bod (i) lze tedy dokazat napriklad takto:

> . Pozndmka (2) < .
Z b, konverguje = Z b, konverguje

n=1 n=ng

Véta VH 3(
Z a, konverguje

n=ng

Poznamka (2) —
— 2) Zan konverguje,

n=1
kde Pozndmka (2) je ta, kterd je na konci oddilu VII.1.

e Bod (ii) opét plyne z bodu (i) pomoci obmény implikace.
K Véte VIL.5:

e Dukaz bodu (a):
Predpokladejme, Ze existuje vlastni limita L = lim $* a Ze Tada >0 bn
konverguje.
Protoze a, > 0 a b, > 0 pro kazdé n, nutné L > 0. Navic existuje
ng € N takové, ze pro n > ng je b, > 0 (aby byl podil §* definovan).
Z definice limity (nebo z véty o limité a uspordadani) plyne, ze existuje
takové ny € N, ze

Vnan:Z—n<L+1.

Protoze pro n > n, je {* definovano, musf platit b, > 0. Proto mizeme
n
uvedenou nerovnost vynasobit b, a dostaneme

Vn >ny:a, < (L+1)b,.

Protoze ) b, konverguje, podle Véticky VIL.2 konverguje také rada
Yo (L4 1)b,.

Podle Vety VIL.3'(i) (pfipomenme, Ze a,, > 0 pro kazdé n) nyni dosta-
neme, ze konverguje i fada ) a,.

Tim je dukaz proveden.



e Diikaz bodu (b):
Tento bod plyne z bodu (a):

Implikace
Z b, konverguje = Z a, konverguje

plyne z bodu (a) pfimo (je to specidlni piipad).
Dokazme tedy implikaci
Z a, konverguje = Z b,, konverguje.

n

Necht Y a, konverguje. Z predpokladu a véty o aritmetice limit plyne,
ze
lim — =

b, 1
a, ¢

Limita je vlastni, a tedy aplikaci bodu (a) dostaneme, ze ) b, kon-
verguje.
e Diusledkem bodu (a) je i nasledujici tvrzeni (které se ob¢as muze hodit):

Necht > a, a Y b, jsou fady s nezdpornymi cleny a lim i = +o0.
Pokud fada ) b, diverguje, pak také fada ) a, diverguje.

Diikaz: Z Véty o aritmetice limit plyne lim 2= = 0. Proto toto tvrzeni

an

plyne z bodu (a) pomoci obmény implikace.

e Intuitivni vyjadfeni a pomucky k zapamatovani:

Jak bylo jiz feceno vyse, pro fady s nezapornymi ¢leny plati, ze pro fadu
s mensimi ¢leny je ,snazsi konvergovat® a pro fadu s vétsimi cleny je
,tezsi konvergovat®.

K porovnani ¢lentu fad lze vyuzit limitu. Zhruba fec¢eno plati:

(0 = ¢leny posloupnosti {a,} jsou
,vyrazné mensi nez* ¢leny posloupnosti {b,},
im @ _ Jc€ (0,+00) = ¢leny posloupnosti {a,} jsou
by, ,zhruba stejné velké jako“ ¢leny posloupnosti {b,},
+00 = ¢leny posloupnosti {a,} jsou

,vyrazné vetsi nez“ cleny posloupnosti {b,}.
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Proto by méla byt platnost Véty VIL5 intuitivné prirozena.

Aplikace pro rady, které nemusi mit nezaporné cleny:
Necht > a,a, b, jsou dvé fady, pficemz druhd z nich md nezdporné

. Pokud tada ) b, konverguje,

¢leny a existuje vlastni limita lim “g—:
pak také fada ) a, konverguje (dokonce absolutné).

Dukaz: Necht )" b, konverguje. Z bodu (a) plyne, ze konverguje fada
> . lay|. Nakonec pouzijeme Vétu VIIL4.



