
K odd́ılu VII.3 – Leibnizovo kritérium

K Větě VII.9

• O předpokladech:

Členy řady jsou tvaru (−1)nan, řada má tedy tvar

−a1 + a2 − a3 + a4 − a5 + a6 − . . .

Druhý předpoklad, tj. an → 0, je vlastně nutná podmı́nka konvergence.
Již z kapitoly II totiž v́ıme, že

an → 0⇐⇒ (−1)nan → 0.

Prvńı předpoklad ř́ıká jednak to, že an ≥ 0 pro každé n, tedy členy
řady pravidelně stř́ıdaj́ı znaménka (členy s lichými indexy jsou ≤ 0 a
členy se sudými indexy jsou ≥ 0); a pak to, že posloupnost {an} je
nerostoućı.

• Důkaz věty:

Necht’ {sm} znač́ı posloupnost částečných součt̊u. Chceme dokázat, že
řada konverguje, tj., že posloupnost {sm}má vlastńı limitu. To uděláme
v několika kroćıch.

Krok 1: Posloupnost {s2m−1} je neklesaj́ıćı:

s2(m+1)−1 = s2m+1 = s2m−1 + a2m − a2m+1︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ s2m−1.

Krok 2: Posloupnost {s2m} je nerostoućı:

s2(m+1) = s2m+2 = s2m−a2m+1 + a2m+2︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ s2m.

Krok 3: Posloupnost {s2m−1} je shora omezená, a to č́ıslem s2:

Plat́ı s2m = s2m−1 + a2m, tedy

s2m−1 = s2m − a2m ≤ s2m
Krok 2
≤ s2.
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Krok 4: Posloupnost {s2m} je zdola omezená, a to č́ıslem s1:

Plat́ı

s2m = s2m−1 + a2m ≥ s2m−1
Krok 1
≥ s1.

Krok 5: Existuj́ı vlastńı limity s = limm→∞ s2m−1 a t = limm→∞ s2m.

Vı́me, že posloupnost {s2m−1} je neklesaj́ıćı (Krok 1) a shora ome-
zená (Krok 3), podle věty o limitě monotónńı posloupnosti má
tedy vlastńı limitu.

Podobně v́ıme, že posloupnost {s2m} je nerostoućı (Krok 2) a zdola
omezená (Krok 4), podle věty o limitě monotónńı posloupnosti má
tedy vlastńı limitu.

Krok 6: Plat́ı s = t:

t = lim
m→∞

s2m = lim
m→∞

(s2m−1+a2m)
AL
= lim

m→∞
s2m−1+ lim

m→∞
a2m = s+0 = s.

Krok 7: Závěr: Vı́me, že posloupnosti {s2m−1} a {s2m} maj́ı vlastńı
limitu, a nav́ıc stejnou limitu. Proto je tato společná hodnota li-
mitou posloupnosti {sm} a d̊ukaz je hotov.

• Varianta věty: Za stejných předpoklad̊u konverguje i řada
∑∞

n=1(−1)n+1an.
Jde totiž o řadu

∑∞
n=1−(−1)nan a stač́ı použ́ıt Větičku VII.2.

Tedy podstatné je to, že se znaménka pravidelně stř́ıdaj́ı, ale nezálež́ı
na tom, kterým znaménkem se zač́ıná.

• Mı́rné zobecněńı věty: Prvńı z podmı́nek lze nahradit slabš́ı variantou:

∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : an+1 ≥ an ≥ 0.

I v tomto př́ıpadě dostaneme, že řada konverguje.

To plyne z poznámky (2) na konci odd́ılu VII.1.

• Př́ıklad na aplikaci věty:

Řada
∑∞

n=1
(−1)n

n
konverguje, protože { 1

n
} je klesaj́ıćı posloupnost s

limitou 0.

• O nutnosti předpoklad̊u:
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– Předpoklad, že an → 0 je nutný. Pokud totiž an 6→ 0, pak řada
diverguje podle Věty VII.1.

– Prvńı předpoklad, to jest ten, že {an} je nerostoućı posloupnost
nezáporných č́ısel, je potřebný, ale ne zcela nutný.

Že je potřebný znamená, že v př́ıpadě, že neńı splněn, řada kon-
vergovat nemuśı. O tom svědč́ı např́ıklad řada
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Členy této řady pravidelně stř́ıdaj́ı znaménka a maj́ı limitu 0.
Podmı́nka monotonie však neplat́ı.

Pro částečné součty plat́ı:
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Tedy s2m → −∞ (podle př́ıkladu 5 z odd́ılu VII.1).

Řada tedy diverguje. (Lze snadno ukázat, že sm → −∞, a tedy
řada má součet −∞.)

Že předpoklad neńı zcela nutný znamená, že řada může konver-
govat i v př́ıpadě, že neńı splněn. O tom svědč́ı např́ıklad řada
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tj. řada
∑∞

n=1(−1)na, kde

a2n−1 =
1

2n
a a2n =

1

3n
pro n ∈ N.

Členy této řady pravidelně stř́ıdaj́ı znaménka a maj́ı limitu 0.
Podmı́nka monotonie však neplat́ı.

Nicméně řada konverguje absolutně, tj. konverguje řada
∞∑
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Důvod je ten, že pro každé n ∈ N plat́ı

0 ≤ an ≤
1

2
n
2

,

což ověř́ıme rozlǐseńım sudých a lichých index̊u:
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≤ 1
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2
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.

Protože
∑

n
1

2
n
2

konverguje (je to geometrická řada s kvocientem
1√
2
), podle srovnávaćıho kritéria naše řada konverguje absolutně.

• Shrnut́ı: Věta VII.9 dává jistou postačuj́ıćı podmı́nku pro konvergenci.
Tedy, máme-li řadu jistého speciálńıho tvaru, která splňuje uvedené
podmı́nky, pak řada konverguje.

Věta VII.9 neńı určena pro d̊ukaz divergence řady. Pokud nejsou splněny
předpoklady, pak prostě nev́ıme. Řada konvergovat nemuśı, ale také
může. Pro vyšetřeńı je třeba zvolit jinou metodu.

• Poznámka: Věta se obvykle použ́ıvá k d̊ukazu konvergence řad, které
nejsou absolutně konvergentńı. Ale sama o absolutńı konvergenci nic
neř́ıká.

Lze použ́ıt k d̊ukazu konvergence výše uvedené řady
∑∞

n=1
(−1)n

n
, která

neńı absolutně konvergentńı. Tato řada je tedy neabsolutně konver-
gentńı.

Lze ovšem použ́ıt i k d̊ukazu konvergence řady
∑∞

n=1
(−1)n
n2 , která rovněž

splňuje předpoklady. Tato řada je ovšem absolutně konvergentńı, takže
jej́ı konvergenci lze dokázat i jinak (z Věty VII.4).
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