K oddilu VII.4 — absolutné konvergentni fady
Vyznam tohoto oddilu:
e V oddilech VII.2 a VII.3 jsme se vénovali kritériim konvergence tad.

To jsou véty, které nam pomohou zjistit, zda zadana tada je ¢i neni
konvergentni, pripadné absolutné konvergentni.

Veéty z tohoto oddilu k teseni konkrétnich prikladu nepouzijeme. Jsou
vSak vyznamné z teoretického hlediska.

o Ukazeme si totiz, ze absolutné konvergentni fady maji nékteré specialni
uzitecné vlastnosti.

Kromé lepsiho pochopeni fenoménu absolutni konvergence nam to umozni
s takovymi fadami pracovat tam, kde se pouzivaji. (Napiiklad se s tim
setkdme v Matematice I11.)

K Véticce VI.10:
e Vztahtad ) a, a ), by
Zapiseme-li fadu ) a, jako
a;+az+as+...,
pak fada ), by je jejim ,uzdvorkovanim*:

(a1 4 az+ -+ apy1) + (g -+ Q1) F (G + o+ @n1) + o

N J

b1 b2 b3

e Uvod k ditkazu a pomocné znaceni:
Oznacme {s,,} posloupnost ¢astecnych souctu fady ) a, a {t,} po-
sloupnost ¢astecnych souctu fady ), by.

Pak plati
tl - bl = Sny—1,

to =11 +by = 5p,-1 + by = 5,1,
tg =ty + b3 = s5p5-1 + b3 = 55,1,

tm = tmfl + bm = Snp—1 + bm == Snm_Hfla



Tedy

YmeN:t, =5,,,,-1
(Tento vzorec se snadno dokdze matematickou indukei, jak je naznaceno
vyse.)
Nyni si uvédomme, ze posloupnost {n,,+1 — 1}5°_, je rostouci posloup-
nost ptirozenych cisel.

Tedy posloupnost {¢,,} je vybrana posloupnost z posloupnosti {s,,}.

Dukaz bodu (i) plyne z véty o limité vybrané posloupnosti:

E a, =S — lims,, = s
n

limita vybrané posl.
Vy:> P limtm:s:>Zbk:s.
k

Dikaz bodu (ii): Pokud jsou vSechna ¢isla a, nezdpornd, pak je po-
sloupnost {s,,} neklesajici, a tedy mé limitu.

Posloupnost {t,,}, kterd je vybrana z {s,,}, ma (podle véty o limité
vybrané posloupnosti) stejnou limitu.

V bodé (i) obrdcena implikace neplati, protoze z toho, ze vybrana po-
sloupnost ma néjakou limitu, neplyne, ze puvodni posloupnost ma téz
limitu.

[ustruji to piiklady 3 a 9 z oddilu VII.1:
Rada z prikladu 3, tj.

—1+1-1+1—-1+1—-1+1—...
nemad soucet. Pokud ji uzavorkujeme zpusobem
(—14+D)4+(-14+)+(-1+1)+(-1+1)+...,

bude mit takto uzavorkovand fada soucet 0 (to odpovida tomu, ze
lim s, = 0).

Pokud tadu uzavorkujeme jinak, a to
-H+1-H)+1-DH+1-D+(1-1)+...,
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bude mit takto uzavorkovana tada soucet —1 (to odpovidd tomu, ze
lim Som—1 — —1)

Pro fadu z prikladu 9 je to podobné — pii jednom uzavorkovani ma
vysledna rada soucet 0, pii jiném uzavorkovani vyjde soucet +oo. (Rada
sama tedy soucet nema.)

Pierovnani rady:

e Vyznam pojmu pirerovnani:
Jedna tada je prerovnanim druhé tady, pokud ,mé stejné cleny, ale
(moznd) v jiném poradi“.
Ptipomenme piiklady, které uz jsme vidéli v oddilu VII.1:
Rada z piikladu 7 je prerovnanim fady z piikladu 3. Pislusng posloup-
nost {k,} je (napiiklad)

2,4,1,6,8,3,10,12,5,14,16,7, ...

Stejné tak fada z prikladu 3 je prerovnanim fady z ptikladu 7. Pislusna
posloupnost {k,} je (napiiklad)
3,1,6,2,9,4,12,5,15,7,18, ...

(Modfe jsou v obou piipadech vyznaceny ¢leny, které maji hodnotu —1
a Cervené Cleny, které maji hodnotu 1.)

Déle, tady z prikladu 8 a 9 jsou prerovnanim tady z prikladu 6. Ptislusné
posloupnosti {k,} jsou

1,2,3,4,5,7,6,9,11,13,15,8,17,19,...,31,10,. ..

pro piiklad 8 a

1,2,3,4,5,7,6,8,9,11,13,15,10,12, 14, 16,17,19,21, ... ,31,18,20,...,32, . ..

(Modfe jsou v obou piipadech vyznaceny bloky zapornych ¢lenu a
¢ervené bloky kladnych ¢lenu.)



e Jind formulace prerovnani:
To, ze posloupnost {k, }22 ; obsahuje kazdé prirozené ¢islo prave jednou,
lze ekvivalentné vyjadrit tak, ze

n +— k, je prosté zobrazeni mnoziny N na mnozinu N.

To, ze fada ), b, je pferovnanim fady ) a,, lze tedy ekvivalenté
popsat tak, ze

existuje g : N — N prosté a na, ze pro kazdé n € N plati b, = ay().

e Kazda rada je prerovnanim sebe sama. Za posloupnost {k,} lze totiz
vzit 1 {n}, neboli lze vzit (identické) zobrazeni g(n) = n pro n € N.

e Jelifada ) b, pferovnanim fady ) ay, jeifada ) a, pferovnanim
fady ), by.
Toto je intuitivneé jasné — pokud mé fada ) b, stejné cleny jako ) ay,

jen jinak sefazené; pak to lze formulovat i obrdcene, tj. fada ) a,
stejné ¢leny jako > by, jen jinak sefazené.

Presné vysvétleni je nesnazsi s pouzitim uvedené formulace pomoci
zobrazeni g:

To, ze ), b, je pferovnanim fady ) . a, znamena, Ze existuje zobrazeni
g : N — N, které je prosté a na a navic pro kazdé n € N plati

bn = ag(n). (*)

Nyni sta¢i uvazit inverzni zobrazeni g~!. Pak totiz ¢! je prosté zob-
razeni N na N a pro kazdé n € N plati
n = Qg(g-1(n)) = bg=1(n);

kde prvni rovnost plyne z toho, Ze ¢! je inverzni zobrazeni ke ¢, a
druhd rovnosti plyne z (x).

K Véte VII.11:

e Vyznam véty:

Z prikladu v oddilu VII.1 vime, ze prerovnani fady muze ovlivnit jeji
konvergenci a soucet.



Napriklad fada z prikladu 3 nema soucet a jeji prerovnani z prikladu
7 mé soucet +00. (V nésledujici pozndmce je popséno jiné prerovnani,
tentokrat se souctem —oo.)

Nebo tada z prikladu 6 konverguje a mé soucet 0. Jeji prerovnani
v piikladu 8 méa soucet 400, zatimco prerovnani v piikladu 9 nema
soucet.

Véta VII.11 tika, Zze pro absolutné konvergentni rady je to jinak — v
tom piipadé konvergence ani soucet nezavisi na prerovnani.

Dukaz pro rady s nezapornymi ¢leny:

Uvodni tuvahy a znaceni:
Necht Y a, je Fada s nezdpornymi cleny a y . ay,, je jeji prerovndni.
Obé fady maji nezdporné cleny, a tedy obé maji soucet (ptislusné
posloupnosti ¢asteénych souctu jsou neklesajici). Ukazeme, ze maji
stejny soucet.
Oznacme {s,,} posloupnost ¢astecnych souctu fady ) a, a s
soucet této rady. Tj.,

Spm=0a1+as+---+a, a s=Ilims,,.
m

Déle oznacme {t,,} posloupnost ¢astetnych souctu rady » . ay, a
t soucet této rady. Tj.,
tm =g, +ap, +---+ag, a t=Ilimt,.
m
Ukazeme, ze t < s:
Protoze t = lim,, t,,, staci k tomu ukazat, ze pro kazdé m € N
plati ¢, < s (diky vété o limité a usporadani).
Zvolme tedy libovolné m € N a oznacme
N =max{ny,...,nn,}
Pak
bp =, +Qpy + -+ ag, <ap+a+---+ay=sy <s.

Prvni nerovnost plyne z toho, ze ¢leny jsou nezaporné a vsechny
scitance z levé strany se vyskytuji i na pravé strané (N je nejvetsi

z cislel kq, ... ky).



Posledni nerovnost plyne z toho, ze s = lim,, s,, a posloupnost
{sm} je neklesajici.
Dokazali jsme tedy, ze s je horni zédvora posloupnosti {t,,}, a tedy
t <s.

Opacéna nerovnost:
Ukazali jsme vlastné nésledujici tvrzeni:
Necht > a, je fada s nezdpornymi cleny a s je jeji soucet. Pak
kazdé jeji prerovnani mé soucet < s.
Nynf si uvédomme, ze fada ) a, je pferovnanim fady > ay,
(coz jsme si vysvétlili vyse). Pouzitim dokdzanéno tvrzeni na fadu
>, Gk, & jeji pferovnani ) a, dostaneme s < t.
Tedy s =t a dukaz je hotov.

e Jesté jeden pohled na tady s nezdpornymi cleny (pro zdajemce o hlubsi
pochopent):
Méjme tadu ), a, s nezdpornymi cleny a oznacme s jeji soucet.
Pak plati

s= lim (ay + -+ ay) =sup{a; + - - + apm;m € N} (xx)

m—0o0

Proni rovnost plyne z definice souctu rady, druhd pak z toho, Ze po-
sloupnost castecnyjch souctu je neklesajici a z podrobnéjsi verze véty o
limité monotonni posloupnosti.

(Sprdvné bychom méli rozlisit pripad, kdy posloupnost je shora ome-
zend [pak limita je rovna supremu/ a kdy neni shora omezend [pak li-
mita je +00/. Ale pro tuto chvili predpoklddejme, Ze supremum shora
neomezené mnoziny je +0o. Tato konvence se nékdy téz pouZivd [pak
supremum je nejmensi horni zdvora v R* | a nyni ndm zjednodusi zdpis.)

Soucet s lze alternativné vyjddrit vzorcem
s = sup {Z a,; FCN koneénd} ) (% * )
ner

Dikaz nerovnosti <: s je rovno supremu mnoZiny z (xx). Pritom
tato mnozina je podmnozinou mnoziny z (* x *), protoze

a1+---+am:Zan, kde F ={1,...,m}.

neF
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Tedy s je rovno supremu jisté podmnoziny mnoziny z (xxx), proto
zregmé plati nerovnost , <.

Dikaz nerovnosti >: UkdzZeme, Ze s je horni zdvorou mnoZiny na
pravé strané (x * x).
Vezméme konecénou mnoZinu F' C N. Necht m = max F' (tj. m je
nejuétsi prvek mnoziny F ). Pak

Y an<ar++an <s,

neF

kde proni nerovnost plyne z toho, Ze cleny jsou nezdporné a Ze
vsechny scitance z levé strany se vyskytuji i na pravé strané; druhd
nerovnost plyne z (xx).

Ze vzorce (xxx) je pak ziejmé, Ze soucel nezdvisi na prerovndni. (Pokud
pricitame nezdaporné cleny, soucet se stale zvétsuje [nebo zustdvad stejny,
je-li pricteny clen roven 0/, a celkovy soucet nezdvisi na poradi.)

e Dukaz pro obecny piipad:

Necht " a, je absolutné konvergentni fada a . ay, je jeji pferovnani.

Krok 1: Prerovnani je absolutné konvergentni.
>, lan| je konvergentni fada s nezdpornymi cleny.
> lak, | je jeji prerovnani, a tedy podle jiz dokdzaného piipadu
je konvergentni (a ma stejny soucet).
To ovSem znamena, ze ) ay, je absolutné konvergentni.
Krok 2: Pierovnani ma stejny soucet.
Rady 3" at a " a; jsou konvergentni fady s nezapornymi cleny
(viz diukaz Véty VII.4).
Rada ay. je prerovnanim fady ) a}t, a tedy podle jiz dokdzaného
pripadu je konvergentni a navic

+ +
E akn—g a, .
n n

Stejné tak fada ) a, je pferovnanim fady ) a,, a tedy podle
jiz. dokazaného piipadu je konvergentni a navic

E ay, = E a,, .
n n
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Protoze pro kazdé x € R je x = 2t — 27, podle Véticky VII.2
dostavame

IS NCELIEDIUED IS BES IS
n n n n n n
:Z(a:[ —a,) :Zan.
n n

Tim je dukaz hotov.

K poznamce za Vétou VII.11:

e Tuto pozndmku dale nebudeme pouzivat, ale ukazuje, jak veliky je
rozdil mezi absolutni a neabsolutni konvergenci.

e Tuto poznamku nebudeme ani dokazovat. Poznamename jen, ze v piipadé,
ze Yy a, je neabsolutné konvergentni, je a, — 0 a pfitom ) af =
> a, = +oo.

Pokud fadu prerovname tak, ze se budou vhodnym zpusobem sttidat
bloky kladnych a zapornych ¢lent, muzeme docilit toho, ze prerovnani
ma predem zadany soucet, nebo ze soucet nema.

[lustraci tohoto postupu jsou piiklady 8 a 9 z oddilu VII.1. Obecny
dukaz se déla peclivou modifikaci téchto priklad.

K Véte VII.12:

e Vyznam a motivace:

Vime, zZe nésobeni je distributivni vzhledem ke sc¢itani a ze scitani je ko-
mutativni a asociativni. Tyto vlastnosti nam umoznuji ,rozndsobovat
zavorky*.

Plati tedy naptiklad:
(a1 + ag)(bl + bg) = CL1b1 + (lle + a2b1 + a2b2,
(CLl + as + ag)(bl + bQ + bg) = &1b1 + CL1b2 + Cllbg + a2b1
+ azby + agbs + azby + azby + asbs.

Obecnéji

(a1 4+ an) b+ +by) = Y > aiby,

i=1 j=1



tj. roznasobime systémem ,kazdy s kazdym® a vSechny souciny se¢teme
(na poradi ovsem nezalezi).

Obsah Véty VII.12 je, ze podobnou véc jde udélat i pro nekonecné rady,
ovsem za predpokladu, Ze jsou absolutné konvergentni.

Poznamka: Je dulezité rozumét znéni véty a umét pouzit nize uvedeny
vzorec pro ,,Cauchyuv soué¢in fad“. Neni nezbytné nutné znét dukaz (ale
muze pomoci k porozumeént).

Dukaz pro rfady s nezapornymi ¢leny:
Predpoklddejme, ze Y a, a ), b, jsou konvergentni fady s nezapornymi
¢leny.
Oznacme jejich soucty s =) a, at =) b, Pak plati
st= lim (a1 + -+ ay) - Iim (by + -+ by)
m—0oQ m—r0o0

AL .

= lim
m—0o0

i=1 j=1

(a1+"'+am>(b1+"‘+bm)

Pak posledni vyraz je limita ¢astecnych souctu fady ) d,,, kde cleny
d,, jsou definovany podle nasledujictho schématu:

(1] albl a1b2 &1b3 a1b4 c. albm

d2 a2b1 a262 G,ng a2b4 Ce agbm

dg CL3b1 a3b2 CL3b3 a3b4 c. agbm

d4 a4b1 a4b2 CL4b3 a4b4 Ce a4bm e (D)
ambi  ambs ambs ambs ... anbm

To jest, d,, je soucet soucinu v vyznacenych pruzich (ptresnéji receno

ve dvojici kolmych pruhu, tj. di = a1b1, dy = asby + asbs + a1bs atd.).
Rada >, dm vznikla uzédvorkovanim* fady, jejiz cleny jsou a;b; uspordadané
(napiiklad) po uvedenych dvojicich pruht a v kazdé takové dvojici
pruhu nejprve zleva doprava a ndsledné zdola nahoru, tedy ve sméru
Sipek naznacenych na nésledujici obrazku:
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a1b1 @1[)2 (llbg &1[)4 ce albm

T T T o7
CLle — a2b2 CLng a2b4 e CLQbm
T T 7
(1361 — agbg — (1363 CL3b4 ce agbm R,
4 U (D)
a41)1 — a4b2 — a4bg — CL4b4 e CL4bm

ambi — apbs — anbs — anbs —  anbn,

Jde tedy o radu
albl + a2b1 + agbz + CL1b2 -+ CL3b1 -+ a362 —+ CLgb3 + a2b3 + Cleg + ...

To je fada s nezdapornymi ¢leny. Jeji uvedené uzavorkovani mé soucet
st, tedy podle Véticku VII.10(ii) je fada konvergentni a ma soucet st.

A to je ptesné to, co jsme chtéli dokazat. (To, ze muzeme cleny uspotradat
libovolnym zpusobem, plyne z Véty VII.11.)

Dukaz pro obecné absolutné konvergentni rady:

Predpoklddejme, ze ) a, a Y b, jsou absolutné konvergentni fady.
Oznacme jejich soucty s = Y a, at =) b,. (To ma smysl, protoze
diky Véte VII.4 vime, ze fady jsou konvergentni.)

Usporadejme souciny a;b;, ¢, 7 € N néjakym zpusobem do posloupnosti
{cr}32, (jak je uvedeno ve znéni véty).

Krok 1: Rada > Ck je absolutné konvergentni.
Podle predpokladu jsou ) |a,| a >, |b,| konvergentni fady s
nezapornymi c¢leny.
Navic posloupnost |c;| obsahuje pfesné souciny |a,| - |b;], 4,5 € N
néjakym zpusobem uspordadané do posloupnosti.
Podle jiz dokazaného piipadu vime, ze ), |cx| je konvergentni (a
jeji soucet je roven (D |a,|) - (2, |bal)-
Proto je >, ¢ absolutné konvergentni.
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Krok 2: Soucet fady >, ¢ je roven st.

Z kroku 1 vime, ze je fada absolutné konvergentni, tedy i konver-
gentni (Véta VIL4).

Z Veéty VIL.11 vime, ze soucet nezavisi na prerovnani, muzeme
tedy ¢leny tady usporddat zpusobem znézornénym v (A).
Protoze fada konverguje, podle Véticky VII.10(i) muzeme soucet
spocitat jako soucet néjakého uzavorkovani. Zvolime uzavorkovani
znazornené v (O).

Pak opakovanim vyse uvedého vypoctu v opacném potradi dostavame

> :;dm:ﬂ%o (iim)

k i=1 j=1
= lim (ay+ -+ am)(by + -+ + bn)
m—00 m—00

Tim je dukaz hotov.

e Cauchyuv soucin tad:

7 Véty VII.12 plyne, ze pocitame-li soucin absolutné konvergentnich
fad, muzeme ho vyjadiit jako soucet fady s ¢leny a;b; néjak (libovolné
usporadanych do posloupnosti).

Dukaz jsme provedli tak, ze jsme jednak dokazali absolutni konvergenci
a jednak spocetli soucet pro jedno zvolené usporadéni.

Casto se pouziva jiné prerovnani, které da vzorec

5 (59) £

n=2 k=1
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Jde o uzavorkovani rady, v niz jsou cleny a;b; usporadany ,po dia-
gonalach, jak naznacuje nasledujici diagram:

(lel a1b2 a1b3 a1b4
v v v

CLle a262 a2b3 a2b4
e e v

a3b1 a3b2 a3b3 a3b4
v v v

asby a4y asbs a4by

e Pro neabsolutné konvergentni fady véta neplati. Protoze fada ), ¢
nevyjde absolutné konvergentni, neni jasné, jak bychom tyto prvky meéli
seradit. Pti sefazeni (A) a uzévorkovéni ((J) ndm sice vyjde soucin st,
ale to je jen dusledek véty o aritmetice limit, ktery neni sém o sobé ani
zajimavy ani pouzitelny.

Dulezitost této véty spociva zejména v moznosti prvky libovolné usporadat
a uzavorkovat.
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