
Vyšetřováńı konvergence řad – pokračováńı

Metody řešeńı:

• V předchoźı várce př́ıklad̊u jsme probrali metody, jak vyšetřovat řady
s nezápornými členy či absolutńı konvergenci. Nyńı se zaměř́ıme i na
neabsolutńı konvergenci.

• Úloha vyšetřit konvergenci řady
∑

n an může mı́t tři r̊uzné výsledky:

– Řada
∑

n an konverguje absolutně.

To znamená, že konverguje řada
∑

n |an| (podle Věty VII.4 pak
konverguje i řada

∑
n an).

Pro d̊ukaz absolutńı konvergence můžeme použ́ıt některou z vět z
odd́ılu VII.2.

– Řada
∑

n an diverguje.

K d̊ukazu divergence se použ́ıvá např́ıklad nutná podmı́nka kon-
vergence (Věta VII.1), odmocninové či pod́ılové kritérium.

Pro řadu s nezápornými členy lze použ́ıt i limitńı srovnávaćı kritérium
v kombinaci s Větou VII.8.

– Řada
∑

n an konverguje neabsolutně.

To znamená, že řada
∑

n an konverguje, ale řada
∑

n |an| diverguje.

Pro d̊ukaz neabsolutńı konvergence muśıme tedy dokázat dvě věci:

∗ Divergenci řady
∑

n |an|.
K tomu se nejčastěji použije limitńı srovnávaćı kritérium v
kombinaci s Větou VII.8.
Tuto část obvykle dokazujeme jako prvńı. Kdyby nám totiž
vyšlo, že řada

∑
n |an| konverguje, dostali bychom absolutńı

konvergenci a řešeńı by bylo hotovo.

∗ Konvergenci řady
∑

n an.
Pro tento př́ıpad máme vpodstatě jedinou možnost, a to použ́ıt
Leibnizovo kritérium. To lze ovšem použ́ıt jen pro řady ve
velmi speciálńım tvaru.
Pokud by nešlo použ́ıt Leibnizovo kritérium, pak by nezbývalo
než vymyslet nějakou daľśı metodu.

• Aplikace Leibnizova kritéria:
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– Leibnizovo kritérium je použitelné pouze pro řady ve speciálńım
tvaru. Základńı předpoklad je, že řada pravidelně stř́ıdá znaménka,
tj., že je tvaru

∞∑
n=1

(−1)nan nebo
∞∑
n=1

(−1)n+1an,

kde {an} je posloupnost nezáporných č́ısel.

– Daľśım předpokladem je, že an → 0. To je vlastně nutná podmı́nka
konvergence. (Kdyby nebyla splněna, řada by divergovala.)

– Posledńı předpoklad je, že posloupnost {an} je nerostoućı.

To lze někdy dokázat př́ımo, tj. dokážeme, že pro každé n plat́ı
an+1 ≤ an.

Pro d̊ukaz monotonie se někdy hod́ı vztah derivace funkce a mo-
notonie, jak uvid́ıme na př́ıkladech.

– Předpoklady Lebnizova kritéria nemuśı být splněny pro celou po-
sloupnost {an}, stač́ı, aby byly splněny

”
od jistého n0 dále“.

Př́ıklad 20 ze supersemináře – pokračováńı: V zadaných př́ıkladech je
třeba rozhodnout, zda daná řada konverguje absolutně, konverguje neabso-
lutně či diverguje.

Př́ıklad (j)
∞∑
n=1

log cos
(−1)n√

n
.

• Úvodńı úvahy:

Protože cos je sudá funkce, je cos (−1)n√
n

= cos 1√
n
, a tedy naše řada má

tvar
∞∑
n=1

log cos
1√
n

.

Dále, pro každé n ∈ N plat́ı 1√
n
∈ (0, 1〉 ⊂ (0, π

2
), tedy cos 1√

n
∈ (0, 1),

a proto log cos 1√
n
< 0.

Proto má naše řada záporné členy. Tedy pro tuto řadu konvergence a
absolutńı konvergence znamená totéž.

Dále tedy budeme vyšetřovat řadu absolutńıch hodnot, tj. řadu
∞∑
n=1

(
− log cos

1√
n

)
.
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• Konvergenci řady
∞∑
n=1

(
− log cos

1√
n

)
budeme vyšetřovat postupnou

aplikaćı limitńıho srovnávaćıho kritéria.

Protože cos 1√
n
→ 1 a cos 1√

n
∈ (0, 1) pro každé n, Heineho věta spolu

se základńı limitou pro logaritmus dává

lim
n→∞

− log cos 1√
n

1− cos 1√
n

= lim
n→∞

log cos 1√
n

cos 1√
n
− 1

= 1.

Protože limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho kritéria
plat́ı

∞∑
n=1

(
− log cos

1√
n

)
konverguje⇔

∞∑
n=1

(
1− cos

1√
n

)
konverguje.

Dále, 1√
n
→ 0 a 1√

n
> 0 pro každé n. Z toho, že limx→0

1−cosx
x2

= 1
2
,

pomoćı Heineho věty dostaneme

lim
n→∞

1− cos 1√
n(

1√
n

)2 =
1

2
.

Protože limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho kritéria
plat́ı

∞∑
n=1

(
1− cos

1√
n

)
konverguje⇔

∞∑
n=1

(
1√
n

)2

konverguje.

Protože
∑∞

n=1

(
1√
n

)2
=
∑∞

n=1
1
n

diverguje, kombinaćı výše odvozených

ekvivalenćı dostaneme, že řada ze zadáńı diverguje.
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Př́ıklad (k):
∞∑

n=18

(−1)n
√
n2 + n−

√
n2 + 17

3
√
n3 + n2 − 3

√
n3 + 17n

.

• Úvodńı úvahy:

Řada je ve tvaru
∑∞

n=18(−1)nan.

Protože pro n ≥ 18 ne n2 +n > n2 + 17 > 0 a n3 +n2 > n3 + 17n, jsou
členy řady dobře definovaná a nav́ıc an > 0 pro n ≥ 18.

Řada tedy pravidelně stř́ıdá znaménka.

• Chováńı posloupnosti {an} a absolutńı konvergence:

Nejprve vyšetř́ıme, zda řada konverguje absolutně, př́ıpadně, zda je
splněna nutná podmı́nka konvergence. K tomu účelu si uprav́ıme an:

an =

√
n2 + n−

√
n2 + 17

3
√
n3 + n2 − 3

√
n3 + 17n

=
(n2 + n)− (n2 + 17)

(n3 + n2)− (n3 + 17n)
· ( 3
√
n3 + n2)2 + 3

√
n3 + n2 · 3

√
n3 + 17n+ ( 3

√
n3 + 17n)2√

n2 + n+
√
n2 + 17

=
n− 17

n2 − 17n
·
n2
(

( 3

√
1 + 1

n
)2 + 3

√
1 + 1

n
· 3

√
1 + 17

n2 + ( 3

√
1 + 17

n2 )2
)

n
(√

1 + 1
n

+
√

1 + 17
n2

)
=

( 3

√
1 + 1

n
)2 + 3

√
1 + 1

n
· 3

√
1 + 17

n2 + ( 3

√
1 + 17

n2 )2√
1 + 1

n
+
√

1 + 17
n2

AL−→ 3

2
.

Pomoćı standardńıch metod výpočtu limit (vhodné rozš́ı̌reńı, vytknut́ı
a vykráceńı převládaj́ıćıho členu, aritmetika limit) jsme spoč́ıtali, že
an → 3

2
.

Tedy lim(−1)nan neexistuje.

• Závěr: Řada diverguje, protože neńı splněna nutná podmı́nka konver-
gence.
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Př́ıklad (l):
∞∑
n=1

(−1)n(1− cos(
√
n2 + 7−

√
n2 + 1)).

• Úvodńı úvahy:

Řada je ve tvaru
∑∞

n=1(−1)nan.

Protože cos nabývá pouze hodnot z intervalu 〈−1, 1〉, je 1− cosx ≥ 0
pro každé x ∈ R. Proto an ≥ 0 pro každé n.

Řada tedy pravidelně stř́ıdá znaménka.

• Chováńı posloupnosti {an} a absolutńı konvergence:

Nejprve vyšetř́ıme, zda řada konverguje absolutně, př́ıpadně, zda je
splněna nutná podmı́nka konvergence. K tomu účelu si uprav́ıme an:

an = 1− cos(
√
n2 + 7−

√
n2 + 1) = 1− cos

(n2 + 7)− (n2 + 1)√
n2 + 7 +

√
n2 + 1

= 1− cos
6√

n2 + 7 +
√
n2 + 1

Protože 6√
n2+7+

√
n2+1

→ 0, je cos 6√
n2+7+

√
n2+1

→ 1, a tedy an → 0.
Nutná podmı́nka konvergence je tedy splněna.

Konvergenci řady
∑

n an vyšetř́ıme pomoćı limitńıho srovnávaćıho kritéria:

Jak už jsme zmı́nili výše, je 6√
n2+7+

√
n2+1

→ 0. Protože členy této po-
sloupnosti jsou kladné, z Heineho věty dostaneme

lim
n→∞

1− cos 6√
n2+7+

√
n2+1(

6√
n2+7+

√
n2+1

)2 =
1

2
.

Protože limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho kritéria
plat́ı

∞∑
n=1

(
1− cos

6√
n2 + 7 +

√
n2 + 1

)
konverguje

⇐⇒
∞∑
n=1

(
6√

n2 + 7 +
√
n2 + 1

)2

konverguje

(∗)
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Vyšetřeme tedy řadu
∑∞

n=1

(
6√

n2+7+
√
n2+1

)2
. Uprav́ıme jej́ı členy:

(
6√

n2 + 7 +
√
n2 + 1

)2

=
36

n2
(√

1 + 7
n2 +

√
1 + 1

n2

)2 .
Tedy

lim
n→∞

(
6√

n2+7+
√
n2+1

)2
1
n2

= lim
n→∞

36(√
1 + 7

n2 +
√

1 + 1
n2

)2 =
36

4
= 9.

Protože limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho kritéria
plat́ı

∞∑
n=1

(
6√

n2 + 7 +
√
n2 + 1

)2

konverguje⇔
∞∑
n=1

1

n2
konverguje. (∗∗)

Protože
∑

n
1
n2 konverguje, z (∗∗) a (∗) plyne, že

∑
n an konverguje.

• Závěr: Řada ze zadáńı konverguje absolutně.

Př́ıklad (m):
∞∑
n=1

(−1)n
(

3
√
n2 − n− 3

√
n2 − 2n

)
• Úvodńı úvahy:

Řada je ve tvaru
∑∞

n=1(−1)nan.

Protože třet́ı odmocnina je definována na celém R, jsou všechny členy
řady dobře definovány.

Dále, pro každé n ∈ N je n ≤ 2n, a tedy n2−n ≥ n2−2n. Proto an ≥ 0
pro každé n

Řada tedy pravidelně stř́ıdá znaménka.

• Chováńı posloupnosti {an} a absolutńı konvergence: Nejprve vyšetř́ıme,
zda řada konverguje absolutně, př́ıpadně, zda je splněna nutná podmı́nka
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konvergence. K tomu účelu si uprav́ıme an:

an =
3
√
n2 − n− 3

√
n2 − 2n

=
(n2 − n)− (n2 − 2n)

( 3
√
n2 − n)2 + 3

√
n2 − n · 3

√
n2 − 2n+ ( 3

√
n2 − 2n)2

=
n

n
4
3

(
( 3

√
1− 1

n
)2 + 3

√
1− 1

n
· 3

√
1− 2

n
+ ( 3

√
1− 2

n
)2
)

=
1

3
√
n
(

( 3

√
1− 1

n
)2 + 3

√
1− 1

n
· 3

√
1− 2

n
+ ( 3

√
1− 2

n
)2
) .

Odsud vid́ıme nejprve, že an → 0. Tedy nutná podmı́nka konvergence
je splněna.

Rovněž vid́ıme, že

an
1
3√n

=
1

( 3

√
1− 1

n
)2 + 3

√
1− 1

n
· 3

√
1− 2

n
+ ( 3

√
1− 2

n
)2
→ 1

3
.

Protože tato limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria plat́ı

∞∑
n=1

an konverguje⇔
∞∑
n=1

1
3
√
n

konverguje.

Protože
∑

n
1
3√n konverguje, dostáváme, že

∑
n an diverguje.

Tedy řada ze zadáńı nekonverguje absolutně, ale splňuje nutnou podmı́nku
konvergence.

• Pokus o použit́ı Leibnizova kritéria:

Protože řada pravidelně stř́ıdá znaménka, nekonverguje absolutně a
splňuje nutnou podmı́nku konvergence, je přirozené se pokusit dokázat,
že konverguje s využit́ım Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ověřit jeho předpoklady.

Některé z nich jsme již ověřili: Řada je tvaru
∑

n(−1)nan, an ≥ 0 a
an → 0. Zbývá zjistit, zda posloupnost {an} je nerostoućı.
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Výše jsme spoč́ıtali, že

an =
1

3
√
n
(

( 3

√
1− 1

n
)2 + 3

√
1− 1

n
· 3

√
1− 2

n
+ ( 3

√
1− 2

n
)2
) .

Rozmysleme si, co se stane s an, pokud se zvětš́ı n:

– Čitatel je roven 1, tedy se nezměńı.

– Jmenovatel je součin dvou výraz̊u.

Prvńı z nich je 3
√
n. Třet́ı odmocnina je rostoućı, a tedy prvńı

činitel se při zvětšeńı n také zvětš́ı.

– Pod́ıvejme se na druhý z činitel̊u:

Pokud zvětš́ıme n, pak se 1
n

i 2
n

zmenš́ı, tedy 1− 1
n

i 1− 2
n

se zvětš́ı.

Protože třet́ı odmocnina je rostoućı, zvětš́ı se i 3

√
1− 1

n
a 3

√
1− 2

n
.

Dále plat́ı, že pokud máme dvě nezáporná č́ısla a zvětš́ıme je,
zvětš́ı se i jejich součin (tj. 0 ≤ x1 < x2 a 0 ≤ y1 < y2 ⇒ 0 ≤
x1y1 < x2y2). Pro n ≥ 2 plat́ı, že jak 3

√
1− 1

n
, tak i 3

√
1− 2

n
jsou

nezáporné. Tedy druhý činitel se zvětš́ı, pokud zač́ınáme s n ≥ 2.

– Tedy, pokud zač́ınáme s n ≥ 2, pak se při zvětšeńı n zvětš́ı i
jmenovatel, a proto an se zmenš́ı.

Proto {an}∞n=2 je klesaj́ıćı.

To k aplikaci Leibnizova kritéria stač́ı. Z něj tedy plyne, že řada kon-
verguje.

Poznámka: Výše jsme zd̊uvodnili, že {an}∞n=2 je klesaj́ıćı, neboli an+1 <
an pro n ≥ 2. Vysvětleńı je psáno tak, aby bylo zřejmé, jak se na
to přijde a proč to plat́ı. Zároveň je to zd̊uvodněńı přesné, byt’ použ́ıvá
mı́rně intuitivńı zp̊usob vyjadřováńı. Šlo by to samozřejmě zapsat formálněji:

– Pro každé n ∈ N plat́ı 0 < 3
√
n < 3
√
n+ 1.

– Pro každé n ∈ N plat́ı 3

√
1− 1

n
< 3

√
1− 1

n+1
a 3

√
1− 2

n
< 3

√
1− 2

n+1
.

– 3

√
1− 1

n
≥ 0 pro každé n ∈ N, 3

√
1− 2

n
≥ 0 pro n ≥ 2.
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– Pro n ≥ 2 tedy plat́ı

0 < 3
√
n

(
(

3

√
1− 1

n
)2 +

3

√
1− 1

n
· 3

√
1− 2

n
+ (

3

√
1− 2

n
)2

)

< 3
√
n+ 1

(
( 3

√
1− 1

n+ 1
)2 + 3

√
1− 1

n+ 1
· 3

√
1− 2

n+ 1
+ ( 3

√
1− 2

n+ 1
)2

)
,

a tedy
0 < an+1 < an.

• Závěr: Řada ze zadáńı konverguje neabsolutně.

Př́ıklad (n):
∞∑
n=1

(−1)n
√
n2 − 1− n√
n2 + n− n

• Úvodńı úvahy:

Řada je ve tvaru
∑∞

n=1(−1)nan.

Protože n2 − 1 ≥ 0 i n2 + n ≥ 0 pro každé n ∈ N, jsou obě odmocniny
dobře definovány.

Dále, an je zlomek. Protože
√
n2 + n >

√
n2 = n pro každé n ∈ N, je

jmenovatel zlomku kladný. Proto jsou všechny členy řady dobře defi-
novány.

Nakonec,
√
n2 − 1 <

√
n2 = n pro každé n ∈ N, a tedy čitatel zlomku

je záporný.

Proto an < 0 pro každé n.

Řada tedy pravidelně stř́ıdá znaménka.

• Chováńı posloupnosti {−an} a absolutńı konvergence: Nejprve vyšetř́ıme,
zda řada konverguje absolutně, př́ıpadně, zda je splněna nutná podmı́nka
konvergence. K tomu účelu si uprav́ıme −an:

−an =
n−
√
n2 − 1√

n2 + n− n
=
n2 − (n2 − 1)

(n2 + n)− n2
·
√
n2 + n+ n

n+
√
n2 − 1

=
1

n
·
n(
√

1 + 1
n

+ 1)

n(1 +
√

1− 1
n2 )

=
1

n
·

√
1 + 1

n
+ 1

1 +
√

1− 1
n2

.
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Odsud vid́ıme nejprve, že an → 0. Tedy nutná podmı́nka konvergence
je splněna.

Rovněž vid́ıme, že

−an
1
n

=

√
1 + 1

n
+ 1

1 +
√

1− 1
n2

→ 1.

Protože tato limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria plat́ı

∞∑
n=1

(−an) konverguje⇔
∞∑
n=1

1

n
konverguje.

Protože
∑

n
1
n

konverguje, dostáváme, že
∑

n(−an) diverguje.

Tedy řada ze zadáńı nekonverguje absolutně, ale splňuje nutnou podmı́nku
konvergence.

• Pokus o použit́ı Leibnizova kritéria:

Protože řada pravidelně stř́ıdá znaménka, nekonverguje absolutně a
splňuje nutnou podmı́nku konvergence, je přirozené se pokusit dokázat,
že konverguje s využit́ım Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ověřit jeho předpoklady.

Některé z nich jsme již ověřili: Řada je tvaru
∑

n(−1)nan, an < 0 a
an → 0. Zbývá zjistit, zda posloupnost {−an} je nerostoućı. Výše jsme
spoč́ıtali, že

−an =
1

n
·

√
1 + 1

n
+ 1

1 +
√

1− 1
n2

.

Odsud je snadno vidět, že tato posloupnost je klesaj́ıćı:

Pokud se zvětš́ı n, zmenš́ı se 1
n

i 1
n2 .

Proto se

– zmenš́ı činitel 1
n
,

– zmenš́ı čitatel zlomku,
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– zvětš́ı jmenovatel zlomku.

Protože všechny tři tyto výrazy jsou kladné, celkově se −an zmenš́ı.

Proto je posloupnost {−an} klesaj́ıćı. Řada ze zadáńı tedy konverguje
podle Leibnizova kritéria.

Poznámka: I tentokrát by uvedené argumenty šlo zapsat formálněji:

Pro každé n ∈ N plat́ı:

⊕ 1
n+1

< 1
n

,

⊕
√

1 + 1
n+1

+ 1 <
√

1 + 1
n

+ 1,

⊕ 1 +
√

1− 1
n+12

> 1 +
√

1− 1
n2 .

Tedy −an+1 < −an.

• Závěr: Řada konverguje neabsolutně.

Př́ıklad (o):
∞∑
n=1

(−1)n arctg n · arctg
1

n
.

• Úvodńı úvahy:

Řada je ve tvaru
∑∞

n=1(−1)nan.

Protože arctg x > 0 pro x > 0, je an > 0 pro každé n.

Řada tedy pravidelně stř́ıdá znaménka.

• Chováńı posloupnosti {an} a absolutńı konvergence: Nejprve vyšetř́ıme,
zda řada konverguje absolutně, př́ıpadně, zda je splněna nutná podmı́nka
konvergence.

Máme

an = arctg n︸ ︷︷ ︸
→π

2

· arctg
1

n︸ ︷︷ ︸
→0

AL−→ 0.

(Použili jsme Heineho větu a vlastnosti funkce arctg – v +∞ má limitu
π
2

a v 0 má limitu 0.)

Proto je splněna nutná podmı́nka konvergence.
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Nav́ıc dostáváme, že

lim
n→∞

an
arctg 1

n

= lim
n→∞

arctg n =
π

2
.

Protože tato limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria plat́ı

∞∑
n=1

an konverguje⇐⇒
∞∑
n=1

arctg
1

n
konverguje. (◦)

Pod́ıvejme se tedy na řadu
∑∞

n=1 arctg 1
n
. Z vlastnost́ı funkce arctg

plyne, že limx→0
arctg x
x

= 1 (viz Větička IV.30(4)). Protože 1
n
→ 0 a

1
n
> 0 pro každé n, z Heineho věty plyne

lim
n→∞

arctg 1
n

1
n

= 1.

Protože tato limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria plat́ı

∞∑
n=1

arctg
1

n
konverguje⇐⇒

∞∑
n=1

1

n
konverguje. (◦◦)

Protože
∑

n
1
n

diverguje, z (◦) a (◦◦) dostáváme, že
∑

n an diverguje.

Tedy řada ze zadáńı nekonverguje absolutně, ale splňuje nutnou podmı́nku
konvergence.

• Pokus o použit́ı Leibnizova kritéria:

Protože řada pravidelně stř́ıdá znaménka, nekonverguje absolutně a
splňuje nutnou podmı́nku konvergence, je přirozené se pokusit dokázat,
že konverguje s využit́ım Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ověřit jeho předpoklady.

Některé z nich jsme již ověřili: Řada je tvaru
∑

n(−1)nan, an > 0 a
an → 0. Zbývá zjistit, zda posloupnost {an} je nerostoućı. Připomeňme,
že

an = arctg n · arctg
1

n
.

12



Funkce arctg je rostoućı, a proto, zvětš́ıme-li n, prvńı činitel (arctg n)
se zvětš́ı a druhý činitel (arctg 1

n
) se zmenš́ı. Na prvńı pohled tedy neńı

vidět, zda se jejich součin (tj. an) zvětš́ı či zmenš́ı.

Proto muśıme an vyšetřit podrobněji. Uvědomme si, že pro vyšetřováńı
monotonie posloupnost́ı moc nástroj̊u nemáme, zato pro vyšetřováńı
monotonie funkćı lze využ́ıt derivaci.

Všimněme si, že

an = f(n), kde f(x) = arctg x · arctg
1

x

a funkce f je spojitá na (0,+∞) (a také na (−∞, 0), ale to pro řešeńı
př́ıkladu neńı podstatné).

Spočteme derivaci funkce f :

f ′(x) =
1

x2 + 1
· arctg

1

x
+ arctg x · 1

1
x2

+ 1
·
(
− 1

x2

)
=

1

x2 + 1
· arctg

1

x
+ arctg x · −1

x2 + 1

=
1

x2 + 1︸ ︷︷ ︸
>0

·
(

arctg
1

x
− arctg x

)
︸ ︷︷ ︸

<0 pro x>1

.

Tedy f ′ < 0 na (1,+∞). Protože f je spojitá na 〈1,+∞), je f kle-
saj́ıćı na 〈1,+∞) (věta o vztahu derivace a monotonie funkce, viz Věta
IV.34).

Proto i posloupnost {an} = {f(n)} je klesaj́ıćı. Řada ze zadáńı tedy
konverguje podle Leibnizova kritéria.

• Závěr: Řada konverguje neabsolutně.

Př́ıklad (p):
∞∑
n=1

(−1)n

n+ cos 2√
n+4

.

• Úvodńı úvahy:

Řada je ve tvaru
∑∞

n=1(−1)nan.
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Pro každé n ∈ N plat́ı

0 <
2√
n+ 4

<
2√

0 + 4
= 1,

tedy 2√
n+4
∈ (0, 1) ⊂ (0, π

2
), a proto cos 2√

n+4
∈ (0, 1).

Všechny členy řady jsou tedy dobře definované a nav́ıc je an > 0 pro
každé n.

Řada tedy pravidelně stř́ıdá znaménka.

• Chováńı posloupnosti {an} a absolutńı konvergence: Nejprve vyšetř́ıme,
zda řada konverguje absolutně, př́ıpadně, zda je splněna nutná podmı́nka
konvergence.

Máme

an =
1

n+ cos 2√
n+4

≤ 1

n
→ 0.

Nutná podmı́nka konvergence je tedy splněna.

Protože cos 2√
n+4
∈ (0, 1), zdá se, že tento sč́ıtanec konvergenci řady∑

n an př́ılǐs neovlivńı. To vyjádř́ıme přesně použit́ım limitńıho srovnávaćıho
kritéria:

lim
n→∞

an
1
n

= lim
n→∞

n

n+ cos 2√
n+4

= lim
n→∞

1

1 +
1

n︸︷︷︸
→0

· cos
2√
n+ 4︸ ︷︷ ︸

∈(0,1)︸ ︷︷ ︸
−→0

= 1.

Protože tato limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria plat́ı

∞∑
n=1

an konverguje⇐⇒
∞∑
n=1

1

n
konverguje.

Protože
∑

n
1
n

diverguje, dostáváme, že
∑

n an diverguje.

Tedy řada ze zadáńı nekonverguje absolutně, ale splňuje nutnou podmı́nku
konvergence.
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• Pokus o použit́ı Leibnizova kritéria:

Protože řada pravidelně stř́ıdá znaménka, nekonverguje absolutně a
splňuje nutnou podmı́nku konvergence, je přirozené se pokusit dokázat,
že konverguje s využit́ım Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ověřit jeho předpoklady.

Některé z nich jsme již ověřili: Řada je tvaru
∑

n(−1)nan, an > 0 a
an → 0. Zbývá zjistit, zda posloupnost {an} je nerostoućı.

Připomeňme, že

an =
1

n+ cos 2√
n+4

a cos
2√
n+ 4

∈ (0, 1).

Proto pro každé n ∈ N plat́ı

an+1 =
1

n+ 1 + cos
2√

n+ 1 + 4︸ ︷︷ ︸
>0

<
1

n+ 1
<

1

n+ cos
2√
n+ 4︸ ︷︷ ︸

<1

= an

Proto je posloupnost {an} klesaj́ıćı. Řada ze zadáńı tedy konverguje
podle Leibnizova kritéria.

• Závěr: Řada konverguje neabsolutně.

Modifikace př́ıkladu (n):
∞∑
n=1

(−1)n
√
n2 + 1− n√
n2 + n− n

• Úvodńı úvahy:

Řada je ve tvaru
∑∞

n=1(−1)nan.

Protože n2 + 1 ≥ 0 i n2 + n ≥ 0 pro každé n ∈ N, jsou obě odmocniny
dobře definovány.

Dále, an je zlomek. Protože
√
n2 + n >

√
n2 = n pro každé n ∈ N, je

jmenovatel zlomku kladný. Proto jsou všechny členy řady dobře defi-
novány.

Nakonec,
√
n2 + 1 >

√
n2 = n pro každé n ∈ N, a tedy čitatel zlomku

je rovněž kladný.

Proto an > 0 pro každé n.

Řada tedy pravidelně stř́ıdá znaménka.
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• Chováńı posloupnosti {an} a absolutńı konvergence: Nejprve vyšetř́ıme,
zda řada konverguje absolutně, př́ıpadně, zda je splněna nutná podmı́nka
konvergence. K tomu účelu si uprav́ıme an:

an =

√
n2 + 1− n√
n2 + n− n

=
(n2 + 1)− n2

(n2 + n)− n2
·
√
n2 + n+ n√
n2 + 1 + n

=
1

n
·
n(
√

1 + 1
n

+ 1)

n(
√

1 + 1
n2 + 1)

=
1

n
·

√
1 + 1

n
+ 1√

1 + 1
n2 + 1

.

Odsud vid́ıme nejprve, že an → 0. Tedy nutná podmı́nka konvergence
je splněna.

Rovněž vid́ıme, že

an
1
n

=

√
1 + 1

n
+ 1√

1 + 1
n2 + 1

→ 1.

Protože tato limita je kladná a vlastńı, podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria plat́ı

∞∑
n=1

an konverguje⇔
∞∑
n=1

1

n
konverguje.

Protože
∑

n
1
n

konverguje, dostáváme, že
∑

n an diverguje.

Tedy řada ze zadáńı nekonverguje absolutně, ale splňuje nutnou podmı́nku
konvergence.

• Pokus o použit́ı Leibnizova kritéria:

Protože řada pravidelně stř́ıdá znaménka, nekonverguje absolutně a
splňuje nutnou podmı́nku konvergence, je přirozené se pokusit dokázat,
že konverguje s využit́ım Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ověřit jeho předpoklady.

Některé z nich jsme již ověřili: Řada je tvaru
∑

n(−1)nan, an > 0 a
an → 0. Zbývá zjistit, zda posloupnost {an} je nerostoućı. Výše jsme
spoč́ıtali, že

an =
1

n
·

√
1 + 1

n
+ 1√

1 + 1
n2 + 1

.
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Pokud zvětš́ıme n, pak prvńı činitel ( 1
n
) se zmenš́ı, čitatel zlomku se

také zmenš́ı a jmenovatel zlomku se také zmenš́ı. Neńı tedy na prvńı
pohled zřejmé, zda se an zmenš́ı či zvětš́ı.

Zkuśıme tedy využ́ıt metody pro vyšetřováńı monotonie funkćı.

Všimneme si, že

an = f( 1
n
), kde f(x) =

x(
√

1 + x+ 1)√
1 + x2 + 1

a f je funkce spojitá na 〈−1,+∞).

Spočtěme derivaci funkce f :

f ′(x) =

(
1 · (
√

1 + x+ 1) + x · 1
2
√
1+x

)
· (
√

1 + x2 + 1)− x(
√

1 + x+ 1) · 1
2
√
1+x2
· 2x

(
√

1 + x2 + 1)2

=
(2(1 + x+

√
1 + x) + x)(1 + x2 +

√
1 + x2)− 2x2(1 + x+

√
1 + x)

(
√

1 + x2 + 1)2 · 2
√

1 + x ·
√

1 + x2

=
(2 + 3x+ 2

√
1 + x)(1 + x2 +

√
1 + x2)− 2x2(1 + x+

√
1 + x)

(
√

1 + x2 + 1)2 · 2
√

1 + x ·
√

1 + x2

Tento výraz je sice komplikovaný, ale je z něj zřejmé, že f ′ je spojitá
na (−1,+∞) a že f ′(0) = 1. Tedy f ′ > 0 na (−δ, δ) pro nějaké δ > 0.
Proto je f rostoućı na (−δ, δ).
Pokud n ∈ N, n > 1

δ
, pak 0 < 1

n+1
< 1

n
, a tedy f( 1

n+1
) < f( 1

n
), neboli

an+1 < an.

Máme tedy an+1 < an pro n > 1
δ
, což stač́ı pro aplikaci Leibnizova

kritéria.

Řada ze zadáńı tedy konverguje podle Leibnizova kritéria.

Poznámka: f ′ nebylo třeba poč́ıtat. Stačilo si uvědomit, že f je tř́ıdy
C∞ na (−1,+∞), a tedy f ′ je spojitá. Protože f(0) = 0, je

f ′(0) = lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

√
1 + x+ 1√
1 + x2 + 1

= 1.

• Závěr: Řada konverguje neabsolutně.
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