
K odd́ılu VI.2 (prvńı část) – regulárńı matice, lineárńı kombinace,
lineárńı nezávislost

K definici regulárńı matice a inverzńı matice

• Motivace: Máme-li dána (reálná či komplexńı) č́ısla a, b a chceme vyřešit
rovnici ax = b (s neznámou x), mohou nastat následuj́ıćı možnosti:

a = b = 0 : V tomto př́ıpadě je každé č́ıslo x řešeńım.

a = 0, b 6= 0 : V tomto př́ıpadě rovnice nemá žádné řešeńı.

a 6= 0 : V tomto př́ıpadě má rovnice právě jedno řešeńı, které źıskáme
tak, že rovnici vyděĺıme č́ıslem a, tedy x = b

a
.

Přitom
”
vydělit rovnici č́ıslem a“ znamená vynásobit ji převrácenou

hodnotou (č́ıslem 1
a

= a−1), která existuje pro každé nenulové č́ıslo
(viz odd́ıl I.3, vlastnosti reálných č́ısel, osmá vlastnost prvńı sku-
piny).

• Jedńım z d̊uvod̊u, proč se zabýváme maticemi, je skutečnost, že některé
d̊uležité úlohy lze převést na řešeńı maticové rovnice AX = B, kde A
a B jsou dané matice a X je neznámá matice. (Budeme se t́ım zabývat
např́ıklad v odd́ılu VI.4). Proto bychom v tomto př́ıpadě potřebovali
kritéria řešitelnosti a postup řešeńı podobně, jako máme pro rovnice s
č́ısly. Je to ovšem složitěǰśı.

Uvažujme maticovou rovnici AX = B v rámci čtvercových matic řádu
2. Pak mohou nastat např́ıklad následuj́ıćı situace:

A i B jsou nulové matice: V tomto př́ıpadě je každá matice X (čtvercová
řádu 2) řešeńım.

A je nulová matice a B neńı nulová matice: V tomto př́ıpadě rov-
nice nemá žádné řešeńı, protože levá strana je vždy nulová matice.

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
1 0
1 1

)
: V tomto př́ıpadě nemá rovnice žádné řešeńı,

protože levá strana má tvar(
1 0
0 0

)(
x11 x12
x21 x22

)
=

(
x11 x12
0 0

)
,

a tedy se nemůže rovnat matici B.
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A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
1 2
0 0

)
: V tomto př́ıpadě má levá strana opět tvar

(
1 0
0 0

)(
x11 x12
x21 x22

)
=

(
x11 x12
0 0

)
,

a tedy se rovná matici B, právě když x11 = 1 a x12 = 2. Tedy
množina všech řešeńı je tvořena maticemi(

1 2
x21 x22

)
, x21, x22 ∈ R.

A =

(
1 0
0 3

)
: V tomto př́ıpadě má levá strana tvar

(
1 0
0 3

)(
x11 x12
x21 x22

)
=

(
x11 x12
3x21 3x22

)
,

a tedy rovnice má pro každou B právě jedno řešeńı

X =

(
b11 b12
1
3
b21

1
3
b22

)
.

Vid́ıme tedy, že situace je opravdu složitěǰśı:

– Může se stát, že neexistuje řešeńı i v př́ıpadě, že A neńı nulová.

– Může se stát, že rovnice má nekonečně mnoho řešeńı a přitom ne
každá matice je řešeńım.

• Abychom uměli zkoumat řešitelnost maticových rovnic, zavád́ı se pojem
regulárńı matice a inverzńı matice. Začněme s definićı inverzńı matice:

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pak čtvercovou matici B řádu n
nazýváme inverzńı matićı k A, pokud AB = BA = I.
Vysvětleńı a poznámky:

– Inverzńı matice je jakousi náhradou za převrácenou hodnotou č́ısla.
Matićı sice nemůžeme dělit, ale můžeme násobit inverzńı matićı.
Máme-li maticovou rovnici AX = B jako výše a C je inverzńı
matice k A, pak můžeme rovnici zleva vynásobit C a dostameme

C(AX) = CB,
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přičemž levou stranu lze upravit

C(AX) = (CA)X = IX = X.

Dostáváme tedy řešeńı X = CB.

– Inverzńı matice může být jen jedna. Kdyby totiž B a C byly dvě
matice splňuj́ıćı AB = BA = I a AC = CA = I, pak plat́ı

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

Proto dává smysl inverzńı matici k A označit A−1 (pokud exis-
tuje).

– Protože maticové násobeńı neńı komutativńı, požadujeme v de-
finici inverzńı matice, aby platilo zároveň AB = I i BA = I.
Nicméně, jak se přesvědč́ıme v odd́ılu VI.5, stačila by i jedna z
těchto rovnost́ı, druhá pak plat́ı automaticky (tj. pokud A,B jsou
čtvercové matice téhož řádu, pak z rovnosti AB = I plyne rovnost
BA = I).

• Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pak inverzńı matice může a nemuśı
existovat. Např́ıklad(

1 0
0 3

)−1

=

(
1 0
0 1

3

)
,

(
0 1
1 0

)−1

=

(
0 1
1 0

)
,

zat́ımco inverzńı matice k A =

(
1 1
0 0

)
neexistuje, protože pro každou

čtvercovou matici B řádu 2 má součin AB nulový druhý řádek, a tedy
se nemůže rovnat jednotkové matici.

• Čtvercové matice, k nimž existuje inverzńı matice, se nazývaj́ı regulárńı.

K Větě VI.4:

• Chceme-li dokázat, že nějaká matice je regulárńı, znamená to dokázat,
že k ńı existuje inverzńı matice. Např́ıklad tak, že inverzńı matici na-
jdeme.

• Dokázat, že A−1 = B znamená dokázat, že AB = BA = I.
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• Důkaz bodu (a): Chceme dokázat, že (A−1)−1 = A. To jest, že plat́ı

A−1A = AA−1 = I.

To ovšem plat́ı, protože A−1 je inverzńı matice k A.

Protože jsme dokázali, že k A−1 existuje inverzńı matice, je A−1 re-
gulárńı.

• Důkaz bodu (b): Dokažme uvedenou rovnost. K tomu potřebujeme
spoč́ıtat

AT (A−1)T = (A−1A)T = IT = I,
(A−1)TAT = (AA−1)T = IT = I.

Výpočty v obou řádćıch jsou podobné. Prvńı rovnost v obou př́ıpadech
plyne z bodu (iii) Věty VI.3, druhá z definice inverzńı matice. Třet́ı
rovnost plyne z pozorováńı, že jednotková matice je symetrická.

Dokázali jsme tedy uvedenou rovnost, tedy, že AT má inverzńı matici,
a proto je regulárńı.

• Důkaz bodu (c): Opět dokážeme uvedenou rovnost pomoćı následuj́ıćıćı
výpočt̊u:

(AB)(B−1A−1) = ((AB)B−1)A−1 = (A(BB−1))A−1 = (AI)A−1

= AA−1 = I,
(B−1A−1)(AB) = (B−1A−1)A)B = (B−1(A−1A))B = (B−1I)B

= B−1B = I.

Ve výpočtu jsme použili asociativitu maticového násobeńı (Věta VI.2(i)),
definici inverzńı matice a vlastnosti jednotkové matice.

Opět můžeme konstatovat, že jsme dokázali uvedenou rovnost, tedy, že
AB má inverzńı matici, a proto je regulárńı.

Poznámka: Nyńı v́ıme, co je regulárńı a inverzńı matice, dokázali jsme
nějaké základńı vlastnosti. Ale zat́ım nemáme žádnou metodu, jak zjistit,
zda matice je regulárńı, ani metodu výpočtu inverzńı matice. Tomu bude
věnován zbytek tohoto odd́ılu. Proto ted’ zdánlivě změńıme téma. (Přitom
následuj́ıćı pojmy a věty se budou hodit i k daľśım věcem.)
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K definici lineárńı kombinace, lineárńı závislosti a nezávislosti

• Lineárńı kombinaćı rozumı́me uvedený výraz. Je dána vektory v1, . . . ,vm

a koeficienty λ1, . . . , λm. Onen výraz zároveň můžeme spoč́ıtat a můžeme
uvažovat jeho výsledek. T́ım je opět nějaký vektor. Je potřebné rozlǐsovat
mezi výrazem a jeho výsledkem, mezi lineárńı kombinaćı a vektorem,
kterému se rovná. Např́ıklad, máme-li vektory

(0 1), (1 0), (1 1),

můžeme uvažovat jejich r̊uzné lineárńı kombinace

1 · (0 1) + 2 · (1 0) + (−1) · (1 1),

0 · (0 1) + 1 · (1 0) + 0 · (1 1),

1 · (0 1) + 1 · (1 0) + (−1) · (1 1),

0 · (0 1) + 0 · (1 0) + 0 · (1 1).

To jsou čtyři r̊uzné lineárńı kombinace, protože koeficienty jsou r̊uzné.
Ale prvńı dvě maj́ı stejný výsledek, obě se rovnaj́ı vektoru (1 0). Stejně
tak posledńı dvě se rovnaj́ı témuž vektoru, a to (0 0).

• Triviálńı lineárńı kombinace je ta, jej́ıž všechny koeficienty jsou nu-
lové. Jej́ım výsledkem je samozřejmě nulový vektor. Ve výše uvedeném
př́ıkladu je čtvrtá lineárńı kombinace triviálńı.

• Netriviálńı lineárńı kombinace je taková, že alespoň jeden z jej́ıch koe-
ficient̊u neńı nulový. Ve výše uvedeném př́ıkladu prvńı tři lineárńı kom-
binace jsou netriviálńı. Výsledkem netriviálńı lineárńı kombinace může
být vektor nenulový (jako v prvńıch dvou př́ıpadech) nebo nulový (jako
ve třet́ım př́ıpadě).

• Vektory v1, . . . ,vm jsou lineárně závislé, pokud nějaká jejich netriviálńı
lineárńı kombinace je rovna nulovému vektoru. Např́ıklad výše uvedené
tři vektory jsou lineárně závislé, protože třet́ı z lineárńıch kombinaćı je
netriviálńı a je rovna nulovému vektoru.

• Pokud vektory v1, . . . ,vm nejsou lineárně závislé, ř́ıkáme jim lineárně
nezávislé. To znamená, že jediná jejich lineárńı kombinace, která je
rovna nulovému vektoru, je triviálńı lineárńı kombinace. Např́ıklad dvo-
jice vektor̊u

(0 1), (1 0)

5



je lineárně nezávislá. Pokud máme totiž jejich lineárńı kombinaci s
koeficienty λ1, λ2, pak

λ1 · (0 1) + λ2 · (1 0) = (λ2 λ1)

a jediný př́ıpad, kdy výsledkem je nulový vektor je λ1 = λ2 = 0. Podobě
trojice vektor̊u

(0 0 1), (0 1 0), (1 0 0)

je lineárně nezávislá. Pokud máme totiž jejich lineárńı kombinaci s
koeficienty λ1, λ2, λ3, pak

λ1 · (0 0 1) + λ2 · (0 1 0) + λ3 · (1 0 0) = (λ3 λ2 λ1)

a jediný př́ıpad, kdy výsledkem je nulový vektor je λ1 = λ2 = λ3 = 0.

• Lineárńı závislost či nezávislost vektor̊u v1, . . . ,vm je vlastnost této m-
tice jako celku, nikoli jednotlivých vektor̊u nebo jejich dvojic. Např́ıklad
výše uvedená trojice vektor̊u

(0 1), (1 0), (1 1)

je lineárně závislá (jak je vysvětleno výše). Ale každá dvojice těchto
vektor̊u je lineárně nezávislá. Pro dvojici (0 1), (1 0) to bylo vysvětleno
výše. Rozmysleme si to pro dvojici (0 1), (1 1). Uvažme lineárńı
kombinaci s koeficienty λ1, λ2:

λ1 · (0 1) + λ2 · (1 1) = (λ2 λ1 + λ2).

Aby vyšel nulový vektor, muśı být λ2 = 0 a λ1 + λ2 = 0. Je zřejmé, že
jediná možnost je λ1 = λ2 = 0.

Cvičeńı:

1. Ukažte, že jeden vektor je lineárně závislý, právě když je nulový.

2. Ukažte, že dvojice vektor̊u v1,v2 je lineárně závislá, právě když jeden
z nich je násobkem druhého. (Tj. bud’ v1 je násobkem v2 nebo v2 je
násobkem v1.)
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3. Ukažte, že vektory v1, . . . ,vm jsou lineárně závislé, právě když jeden
z nich lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci ostatńıch, tj. existuje k a
koeficienty λ1, . . . , λk−1, λk+1, . . . , λm, že

vk = λ1v1 + · · ·+ λk−1vk−1 + λk+1vk+1 + . . . λmvm.

4. Pokud jeden z vektor̊u v1, . . . ,vm je nulový, ukažte, že jsou lineárně
závislé.

5. Mějme vektory v1, . . . ,vm. Pokud se dva z nich rovnaj́ı (tj. existuj́ı i, j,
že i 6= j a přitom vi = vj), ukažte, že tato m-tice je lineárně závislá.

K definici hodnosti matice a schodovité matice

• To, že hodnost matice je rovna m znamená, že:

– Mezi jej́ımi řádky lze vybrat m-tici, která je lineárně nezávislá.

– Pokud vybereme v́ıce než m řádk̊u, už muśı být lineárně závislé.

• Hodnost matice nemůže být větš́ı než počet jej́ıch řádk̊u.

• Hodnost nulové matice je nula.

• Pokud A neńı nulová matice, je jej́ı hodnost aspoň jedna. (Existuje
nenulový řádek, on sám je pak lineárně nezávislý).

• Př́ıklady schodovitých matic:1 1 0 0
0 1 0 7
0 0 0 5

 ,

1 1 0 0
0 0 5 7
0 0 0 0

 ,

0 1 0 0
0 0 5 7
0 0 0 0

 ,

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

• Hodnost schodovité matice je rovna počtu nenulových řádk̊u:

≤ : Necht’ A je (schodovitá) matice a m je počet jej́ıch nenulových
řádk̊u. Pokud vybereme v́ıce než m řádk̊u, jeden z nich muśı být
nulový, takže jsou lineárně závislé. Proto nemůže být v́ıce než m
lineárně nezávislých řádk̊u.
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≥ : Necht’ A je schodovitá matice a m je počet jej́ıch nenulových řádk̊u.
Muśı to být prvńıch k řádk̊u. Označme je v1, . . .vm. Ukážeme, že
jsou lineárně nezávislé. Mějme tedy lineárńı kombinaci

λ1v1 + · · ·+ λmvm

a předpokládejme, že se rovná nulovému vektoru.

Pod́ıvejme se nyńı, jak vypadá vektor vj. Vı́me, že to je j-tý řádek
matice A, tedy

vj = (aj1 aj2 . . . ajn),

kde n je počet sloupc̊u matice A. Vı́me, že vj neńı nulový vektor, a
tedy má nějakou nenulovou složku. Vezměme prvńı z nenulových
složek, necht’ je na mı́stě kj. To znamená, že

aj,kj 6= 0 a aji = 0 pro i < kj.

Protože A je schodovitá, dostaneme

k1 < k2 < · · · < km.

Připomeňme, že

λ1v1 + · · ·+ λmvm = o.

Dosad’me postupně složky k1, . . . , km. Po dosazeńı složky k1 do-
staneme

λ1a1,k1 = 0,

protože daľśı řádky maj́ı ma mı́stě k1 nulu. Protože a1,k1 6= 0,
dostaneme λ1 = 0.

Dosad́ıme-li složku k2, dostaneme

λ1a1,k2 + λ2a2,k2 = 0,

protože daľśı řádky maj́ı ma mı́stě k2 nulu. Protože λ1 = 0 a
a2,k2 6= 0, dostaneme λ2 = 0.

Takto pokračujeme dále a postupně dostaneme, že všechny koefi-
cienty jsou nulové. To znamená, že vektory jsou lineárně nezávislé,
a tedy hodnost maticem A je alespoň m.
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Ilustrace předchoźıho postupu na př́ıkladu:

Uvažme matici

A =


1 1 0 0 7
0 3 −1 7 2
0 0 0 5 1
0 0 0 0 0

 .

To je schodovitá matice a prvńı tři řádky jsou lineárně nezávislé:

Předpokládejme, že

λ1 · (řádek 1) + λ2 · (řádek 2) + λ3 · (řádek 3) = o.

Ve značeńı z předchoźıho d̊ukazu máme k1 = 1, k2 = 2, k3 = 4.
Dosazeńım postupně prvńı, druhé a čtvrté složky dostaneme

λ1 · 1 = 0,

λ1 · 1 + λ2 · 3 = 0,

λ1 · 0 + λ2 · 7 + λ3 · 5 = 0.

Z toho snadno plyne, že λ1 = λ2 = λ3 = 0.
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