
K odd́ılu VI.2 – druhá část (řádkové úpravy a jejich aplikace)

K definici řádkových úprav a transformace:

• Řádkové úpravy jsou tř́ı druh̊u. Co znamenaj́ı úpravy prvńıho a druhého
druhu, je snad zřejmé.

• Úprava třet́ıho druhu je přičteńı nějakého násobku některého řádku k
jin�emu řádku.

To jest, zvoĺıme i, j r̊uzná č́ısla řádk̊u a reálné č́ıslo λ; pak k i-tému
řádku přičteme λ-násobek j-tého řádku. Neboli, i-tý řádek nahrad́ıme
vektorem

(i-tý řádek) + λ · (j-tý řádek).

• Provést transformaci znamená provést postupně několik řádkových úprav
za sebou.

• Nicméně na transformaci lze pohĺıžet i abstraktněji. Je to konečná po-
sloupnost řádkových úprav, tedy jakýsi předpis, jaké úpravy udělat.
Tutéž transformaci můžeme provést na r̊uzné matice, stač́ı aby měly
stejný počet řádk̊u. Např́ıklad následuj́ıćı posloupnost řádkových úprav
je transformace použitelná na matice o čtyřech řádćıch.

1. Přehodit prvńı a třet́ı řádek.

2. Čtvrtý řádek vynásobit 3.

3. K druhému řádku přič́ıst (−2)-násobek třet́ıho řádku.

4. K čtvrtému řádku přič́ıst 7-násobek druhého řádku.

5. Přehodit prvńı a třet́ı řádek.

• Transformace může být i prázdná posloupnost úprav, tj. př́ıkaz nedělat
s matićı nic.

K Větě VI.5:

• Význam této věty: Tato věta dává návod, jak určit hodnost matice.
Vezmeme matici, podle bodu (i) ji převedeme na schodovitou. Podle
bodu (iii) má vzniklá matice stejnou hodnost jako matice p̊uvodńı.
Přitom hodnost schodovité matice je rovna počtu nenulových řádk̊u
(jak už v́ıme). Proto stač́ı spoč́ıtat nenulové řádky výsledné matice.
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• Důkaz bodu (i): Důkaz provedeme matematickou indukćı podle počtu
řádk̊u matice.

Krok 1, matice o jednom řádku: Pokud matice má jen jeden řádek,
už je schodovitá, takže neńı třeba nic dělat.

Krok 2, m→ m+ 1: Předpokládejme, že m ∈ N je takové, že tvrzeńı
plat́ı pro matice o m řádćıch. Necht’ A je matice o m+ 1 řádćıch,
tedy typu (m + 1) × n pro nějaké n ∈ N. Budeme postupovat
následovně:

Pokud A je nulová matice, je již schodovitá a jsme hotovi.

Pokud A neńı nulová, najdeme nejmenš́ı k, pro které k-tý sloupec
neńı nulový.

Pokud a1k = 0, pak zvoĺıme takové i, že aik 6= 0, a přehod́ıme
prvné a i-tý řádek. T́ım dosáhneme toho, že na mı́stě 1k je nenu-
lové č́ıslo.

Můžeme tedy předpokládat, že a1k 6= 0. Pak postupně pro j =
2, . . . ,m + 1 k j-tému řádku přičteme (−ajk

a1k
)-násobek prvńıho

řádku. T́ım dosáhneme toho, že v k-tém sloupci je prvńı prvek
nenulový a všechny ostatńı nulové. Vytvořili jsme tedy

”
prvńı

schod“.

Nyńı použijeme indukčńı předpoklad: Matici typu m × n, která
vznikne vynecháńım prvńıho řádku z výsledné matice, lze dle in-
dukčńıho předpokladu pomoćı jisté transformace převést na scho-
dovitou. Aplikujeme-li tuto transformaci a pak opět přidáme vyne-
chaný prvńı řádek, dostameme schodovitou matici. T́ım je d̊ukaz
proveden.

• Důkaz bodu (ii): Pokud T1 znamená nedělat nic, pak za T2 vezmeme
tutéž transformaci, tj. nedělat nic. Dále se pod́ıvejme na př́ıpad, kdy
T1 je tvořena jednou řádkovou úpravou:

T1 je řádková úprava prvńıho druhu: Pokud T1 znamená přehodit
i-tý a j-tý řádek, pak lze vźıt T2 = T1. (Pokud totiž T1 aplikujeme
podruhé, vrát́ıme se do p̊uvodńıho stavu.)

T1 je řádková úprava druhého druhu: Pokud T1 znamená vynásobit
i-tý řádek č́ıslem λ, pak za T2 vezmeme vynásobeńı i-tého řádku
č́ıslem 1

λ
.
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T1 je řádková úprava třet́ıho druhu: Pokud T1 znamená přič́ıst λ-
násobek j-tého řádku k i-tému řádku, pak za T2 vezmeme přičteńı
λ-násobku j-tého řádku k i-tému řádku.

Nakonec předpokládejme, že T1 je tvořena řádkovými úpravami

U1, U2, . . . , Uk.

Pro každé j necht’ U ′j je př́ıslušná inverzńı úprava (dle výše rozebraných
možnost́ı). Pak za T2 vezmeme transformaci tvořenou řádkovými úpravami

U ′k, . . . , U
′
2, U

′
1.

To je zcela názorné – pokud po provedeńı úpravy Uj matici úprava U ′j
vrát́ı do p̊uvodńıho stavu, pak k návratu po provedeńı úprav U1, U2, . . . , Uk
je třeba provést úpravy U ′k, . . . , U

′
2, U

′
1 (rušit účinky provedených úprav

v opačném pořad́ı – od posledńı k prvńı).

• Ilustrace bodu (ii) na př́ıkladu: Pokud T1 je výše uvedená transformace
matic o čtyřech řádćıch, pak př́ıslušná transformace T2, která vyruš́ı
účinek T1 je následuj́ıćı:

1. Přehodit prvńı a třet́ı řádek.

2. K čtvrtému řádku přič́ıst (−7)-násobek druhého řádku.

3. K druhému řádku přič́ıst 2-násobek třet́ıho řádku.

4. Čtvrtý řádek vynásobit 1
3
.

5. Přehodit prvńı a třet́ı řádek.

• Důkaz bodu (iii): Nejprve ukážeme, že h(B) ≥ h(A), tj., že prove-
deńı transformace hodnost nezmenš́ı. Protože transformace je několik
řádkových úprav za sebou, stač́ı tuto věc dokázat pro jednotlivé řádkové
úpravy.

Předpokládejme tedy, že A je matice typu m×n. Označme si jej́ı řádky
postupně a1,a2, . . . ,am. Necht’ h(A) = k. Pak můžeme naj́ıt lineárně
nezávislou k-tici řádk̊u matice A, tj. existuj́ı indexy

1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ m, .
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že řádky
ai1 ,ai2 , . . . ,aik (◦)

jsou lineárně nezávislé. Nyńı předpokládejme, že B vznikne z A pomoćı
nějaké řádkové úpravy.

– Prvńı druh: Pokud B vznikne z A prohozeńım dvou řádk̊u, pak
má tytéž řádky, jen v jiném pořad́ı. Speciálně se mezi jejich řádky
vyskytuje lineárně nezávislá k-tice (◦), tedy h(B) ≥ k.

– Druhý druh: Předpokládejme, že B vznikne z A vynásobeńım j-
tého řádku nenulovým č́ıslem λ.

Pokud j neńı jeden z index̊u i1, . . . , ik, pak se v matici B vyskytuj́ı
řádky (◦). Ty jsou lineárně nezávislé, a tedy h(B) ≥ k.

Druhá možnost je, že j je jeden z index̊u i1, . . . , ik. Dejme tomu,
že j = i1 (ostatńı př́ıpady jsou analogické). Pak se v matici B
vyskytuj́ı řádky

λai1 ,ai2 , . . . ,aik .

Ukažme, že jsou lineárně nezávislé. Pokud totiž

α1λai1 + α2ai2 + · · ·+ αkaik = o,

pak z lineárńı nezávislosti vektor̊u (◦) plyne

α1λ = α2 = · · · = αk = 0.

Protože λ 6= 0, dostaneme

α1 = α2 = · · · = αk = 0,

což dokazuje lineárńı nezávislost vektor̊u λai1 ,ai2 , . . . ,aik . Tedy i
v tomto př́ıpadě h(B) ≥ k.

– Druhý druh: Předpokládejme, že B vznikne z A přičteńım λ-
násobku p-tého řádku k j-tému řádku, kde j 6= p.

Pokud j neńı jeden z index̊u i1, . . . , ik, pak se v matici B vyskytuj́ı
řádky (◦). Ty jsou lineárně nezávislé, a tedy h(B) ≥ k.

Druhá možnost je, že j je jeden z index̊u i1, . . . , ik. Dejme tomu,
že j = i1 (ostatńı př́ıpady jsou analogické). Pak se v matici B
vyskytuj́ı řádky

ai1 + λap,ai2 , . . . ,aik . (4)

Nyńı rozlǐśıme dvě možnosti:
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∗ Vektory
ap,ai2 , . . . ,aik

jsou lineárně nezávislé. Tyto vektory se vyskytuj́ı jako řádky
v matici B (připomeňme, že p 6= i1), a tedy h(B) ≥ k. (Mj. z
předpokladu plyne, že p neńı jeden z index̊u i1, . . . , in.)

∗ Vektory
ap,ai2 , . . . ,aik

jsou lineárně závislé. To znamená, že existuj́ı koeficienty β1, . . . , βk,
ne všechny nulové, splňuj́ıćı

β1ap + β2ai2 + · · ·+ βkaik = o.

Uvědomme si, že β1 6= 0, protože vektory ai2 , . . . ,aik jsou
lineárně nezávislé (kdyby totiž β1 = 0, měli bychom netriviálńı
lineárńı kombinaci vektor̊u ai2 , . . . ,aik , která se rovná nu-
lovému vektoru). Proto můžeme vyjádřit

ap = −β2
β1
ai2 − . . .−

βk
β1

aik . (∗)

Dále ukážeme, že odsud plyne lineárńı nezávislost vektor̊u
(4). Mějme totiž jejich lineárńı kombinaci rovnou nulovému
vektoru

α1(ai1 + λap) + α2ai2 + · · ·+ αkaik = o.

Dosad́ıme za ap z (∗) a upravujme:

o = α1(ai1 + λ(−β2
β1
ai2 − . . .− βk

β1
aik)) + α2ai2 + · · ·+ αkaik

= α1ai1 + (α2 − α1λβ2
β1

)ai2 + · · ·+ (αk − α1λβk
β1

)aik .

Protože ai1 ,ai2 , . . . ,aik jsou lineárně nezávislé, dostaneme

α1 = α2 − α1λβ2
β1

= · · · = αk − α1λβk
β1

= 0.

Speciálně α1 = 0. Pokud toto dosad́ıme do daľśıch koeficient̊u,
dostaneme α2 = · · · = αk = 0. Celkově tedy máme

α1 = α2 = · · · = αk = 0,

což dokazuje lineárńı nezávislost vektor̊u (4). Tedy h(B) ≥ k.
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Dokázali jsme tedy následuj́ıćı: Pokud B vznikne z A nějakou transfor-
maćı, pak h(B) ≥ A. Protože podle bodu (ii) v́ıme, že v tomto př́ıpadě
také A vznikne z B nějakou transformaćı, dostaneme i h(A) ≥ B. Cel-
kem tedy máme h(B) = A, což jsme chtěli dokázat.

Cvičeńı: Ukažte, že hodnost matice nem̊uže být věťśı než počet sloupc̊u. (Návod:
Ukažte, že to plat́ı pro schodovitou matici a pak použijte Větu VI.5.)

Sloupcové úpravy a transponovaná matice: (Zde považuji za d̊uležité
prostudovat prvńı tři body a pochopit, co ř́ıkaj́ı. Daľśı body pak vysvětluj́ı, proč
to plat́ı. Jejich prostudováńı a pochopeńı je užitečné a doporučuji, ale neńı
nezbytně nutné.)

• Analogicky jako pro řádkové vektory lze pojem lineárńı kombinace,
lineárńı závislosti a lineárńı nezávislosti definovat i pro sloupcové vek-
tory. Pak také můžeme definovat sloupcovou hodnost matice jako největš́ı
počet lineárně nezávislých sloupc̊u. Je snadné si uvědomit, že sloupcová
hodnost matice A se rovná h(AT ).

Smyslem následuj́ıćıch poznámek a úvah je dokázat, že h(A) = h(AT ),
neboli že sloupcová hodnost se rovná (řádkové) hodnosti.

• Analogicky jako řádkové úpravy lze definovat sloupcové úpravy (pro-
hozeńı dvou sloupc̊u, vynásobeńı jednoho sloupce nenulovým č́ıslem,
přičteńı násobku jednoho sloupce k jinému sloupci) a sloupcovou trans-
formaci (konečná posloupnost sloupcových úprav).

• Pro sloupcovou transformaci plat́ı analogie tvrzeńı (ii) z Věty VI.5.
Důkaz je zcela stejný. Stejně tak plat́ı analogie tvrzeńı (iii) z téže Věty,
tj. sloupcová transformace neměńı sloupcovou hodnost matice. Důkaz
je opět zcela stejný.

• Je snadné ukázat, že sloupcové úpravy neměńı (řádkovou) hodnost ma-
tice. Důvod je tento:

Necht’ A je matice typu m × n a B vznikne z A sloupcovou úpravou.
Necht’ a1, . . . ,am znač́ı řádky matice A a b1, . . . , bm znač́ı řádky matice
B. Zvolme 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ m a č́ısla α1, . . . , αk. Pak

α1ai1 + · · ·+ αkaik = o⇔ α1bi1 + · · ·+ αkbik = o.

Tato ekvivalence je snadná – zkuste si rozmyslet samostatně.
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Odsud plyne speciálně, že

a1, . . . ,am jsou lineárně závislé ⇔ b1, . . . , bm jsou lineárně závislé,

tedy zřejmě h(A) = h(B).

• Sloupcovou transformaci lze též vyjádřit pomoćı (řádkové) transfor-
mace transponované matice. Podrobněji:

Mějme nějakou sloupcovou transformaci S matic o n sloupćıch. Označme
symbolem S̃ analogickou (řádkovou) transformaci matic o n řádćıch.

Mějme dále matici A typu m×n a necht’ matice B vznikne z A aplikaćı
sloupcové transformace S.

Pak B můžeme źıskat také takto: Uvažme transponovanou matici AT .
Aplikujme na ni transformaci S̃, výslednou matici označme B′. Pak
B = (B′)T .

• Analogicky též (řádkovou) transformaci můžeme vyjádřit pomoćı sloup-
cové transfomace transponované matice.

Proto transformace neměńı hodnost transponované matice (tedy sloup-
covou hodnost matice): Mějme matici A a transformaci S, která ji
převede na matici B. Pak analogická sloupcová transformace převede
AT na BT , a tedy h(AT ) = h(BT ).

• Nyńı můžeme celkem snadno dokázat, že h(A) = h(AT ). Protože (AT )T =
A, stač́ı ukázat, že h(A) ≤ h(AT ).

Mějme tedy matici A. Podle Věty VI.5(i) ji lze nějakou transformaćı
převést na schodovitou matici S. Podle Věty VI.5(iii) máme h(A) =
h(S). Podle předchoźıho bodu v́ıme, že h(AT ) = h(ST ).

Hodnost matice S je rovna počtu nenulových řádk̊u, jak bylo vysvětleno
v komentáři k prvńı části odd́ılu VI.2. Pokud použijeme značeńı z
d̊ukazu nerovnosti

”
≥“, pak lze snadno ukázat, že sloupce s indexy

k1, . . . , km jsou lineárně nezávislé (podobně, jako se dokázala lineárńı
nezávislost prvńıch m řádk̊u). Proto h(ST ) ≥ h(S).

Tedy h(AT ) = h(ST ) ≥ h(S) = h(A).
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K Větě VI.6:

• Význam této věty spoč́ıvá v tom, že dává do souvislosti transformaci
a násobeńı matic. Použijeme ji nejen k d̊ukazu následuj́ıćı věty, ale i k
daľśım větám v této kapitole a později v Matematice III. Zároveň bude
sloužit jako podklad některých početńıch metod.

• Důkaz: Je zřejmé, že d̊ukaz stač́ı provést pro př́ıpad, že T je tvořena jed-
nou řádkovou úpravou. Označme a1, . . . ,am řádky matice A a c1, . . . , cm
řádky matice C. Protože AB = C, plat́ı

∀i ∈ {1, . . . ,m} : aiB = ci. (�)

Dále označme a′1, . . . ,a
′
m řádky matice A′ a c′1, . . . , c

′
m řádky matice

C′. K tomu, abychom dokázali, že A′B = C′, stač́ı ukázat, že

∀i ∈ {1, . . . ,m} : a′iB = c′i. (♣)

To uděláme v závislosti na druhu řádkové úpravy:

Prvńı druh: Pokud T je prohozeńı k-tého a l-tého řádku, pak

a′k = al,a
′
l = ak a a′i = ai pro i 6= k, l;

stejně tak

c′k = cl, c
′
l = ck a c′i = ci pro i 6= k, l.

Proto je jasné, že (�) a (♣) ř́ıkaj́ı totéž.

Druhý druh: Necht’ T je vynásobeńı k-tého řádku č́ıslem λ. Pak

a′k = λak a a′i = ai pro i 6= k;

stejně tak
c′k = λck a c′i = ci pro i 6= k.

Dokažme platnost (♣). Pro i 6= k plyne rovnost př́ımo z (�), pro
i = k plyne z výpočtu

a′kB = λakB = λck = c′k.
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Třet́ı druh: Necht’ T je přičteńı λ-násobku l-tého řádku ke k-tému
řádku. Pak

a′k = ak + λal a a′i = ai pro i 6= k;

stejně tak
c′k = ck + λcl a c′i = ci pro i 6= k.

Dokažme platnost (♣). Pro i 6= k plyne rovnost př́ımo z (�), pro
i = k plyne z výpočtu

a′kB = (ak + λal)B = akB + λalB = ck + λcl = c′k.

Cvičeńı:

1. Necht’ AB = C. Necht’ matice B′ vznikne z matice B aplikaćı sloupcové
transformace S. Označme C′ matici, která vznikne z C aplikaćı téže
sloupcové transformace S. Ukažte, že AB′ = C′.
(Návod: Bud’ použijte stejnou metodu d̊ukazu jako ve Větě VI.6, nebo
odvod’te z Věty VI.6 pomoćı Věty VI.3.)

2. Necht’ T je nějaká transformace matic o m řádćıch. Označme B matici,
která vznikne aplikaćı transformace T na jednotkovou matici řádu m.

Ukažte, že pro každou matici A o m řádćıch je matice, která vznikne z
A aplikaćı transformace T , je rovna BA.

3. Necht’ S je nějaká sloupcová transformace matic o n sloupćıch. Označme
B matici, která vznikne aplikaćı sloupcové transformace S na jednotko-
vou matici řádu n.

Ukažte, že pro každou matici A o n sloupćıch je matice, která vznikne
z A aplikaćı sloupcové transformace S, je rovna AB.

K Větě VI.7:

• Důkaz implikace ⇒: Předpokládejme, že A je regulárńı. Necht’ A−1 je
inverzńı matice. Ta splňuje

AA−1 = I
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Podle Věty VI.5(i) existuje transformace T , která matici A převede na
schodovitou matici S.

Označme B matici, která vznikne z I aplikaćı téže transformace T .
Podle Věty VI.6 plat́ı

SA−1 = B.
Podle Věty VI.4(iii) plat́ı h(B) = h(I). Protože h(I) = n (je zřejmé,
že jej́ı řádky jsou lineárně nezávislé; též je možné použ́ıt fakt, že je
to schodovitá matice a všechny řádky jsou nenulové), plat́ı h(B) = n.
Proto jsou řádky matice B lineárně nezávislé, speciálně, žádný řádek
neńı nulový. Protože

(j-tý řádek matice B) = (j-tý řádek matice S) · A−1,

vid́ıme, že žádný řádek matice S neńı nulový. Protože S je schodovitá,
znamená to h(S) = n.

Nakonec z Věty VI.5(iii) dostaneme h(A) = h(S) = n.

• Důkaz implikace ⇐: Necht’ h(A) = n. Ukážeme, že A je regulárńı.
Uděláme to ve dvou kroćıch.

Krok 1: Ukážeme, že A lze nějakou transformaćı převést na jednot-
kovou matici.

Podle Věty VI.5(i) existuje nějaké transformace T1, která A převede
na schodovitou matici S.

Podle Věty VI.5(iii) plat́ı h(S) = h(A) = n, tedy všechny řádky
matice S jsou nenulové.

Protože S je schodovitá, má n řádk̊u i n sloupc̊u a všechny řádky
jsou nenulové, jediná možnost je, že počet nul na začátku řádk̊u
je postupně

0, 1, 2, . . . , n− 1.

To znamená, že S je horńı trojúhelńıková matice, která má na
diagonále nenulové prvky. Tedy

S =


s11 s12 s13 . . . s1n
0 s22 s23 . . . s2n
0 0 s33 . . . s3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . snn

 ,
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kde č́ısla s11, s22, . . . , snn jsou nenulová. Nyńı prodeveme postupně
n úprav druhého druhu – prvńı řádek vynásob́ıme 1

s11
, druhý

vynásob́ıme 1
s22

, a tak dále, až n-tý vynásob́ıme 1
snn

. T́ım dosta-
neme matici

S′ =


1 s′12 s′13 . . . s′1n
0 1 s′23 . . . s′2n
0 0 1 . . . s′3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

 .

Nyńı už snadno matici převedeme na jednotkovou pomoćı úprav
třet́ıho druhu:

Nejprve ošetř́ıme posledńı sloupec: K prvńımu řádku přičteme
(−s′1n)-násobek n-tého, k druhému přičteme (−s′2n)-násobek n-
tého, a tak dále, až k (n − 1)-tému řádku přičteme (−s′n−1,n)-
násobek n-tého. T́ım dostaneme matici

S′′ =


1 s′12 s′13 . . . 0
0 1 s′23 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

 .

Analogicky postupujeme pro (n−1)-tý sloupec, a tak dále, až pro
druhý sloupec. Nakonec źıskáme jednotkovou matici.

Krok 2: Dle Kroku 1 v́ıme, že existuje transformace T , která A převede
na jednotkovou matici.

Aplikujme tutéž transformaci T na jednotkovou matici I a výslednou
matici označme B.

Protože IA = A, Věta VI.6 nám dá rovnost BA = I.
T́ım jsme vlastně hotovi, protože pak plat́ı i AB = I, tedy B je
inverzńı matice k A, a proto A je regulárńı.

Argument předchoźıho odstavce plyne bud’ z poznámky zmı́něné u
definice regulárńı a inverzńı matice (která bude dokázána v odd́ılu
VI.5), nebo lze postupovat následovně: Vı́me, že existuje B, že
BA = I. Protože h(AT ) = h(A) = n, plyne z předchoźıho existence
matice C, pro kterou CAT = I, tedy

ACT = (CAT ) = IT = I.
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Pak ovšem

CT = ICT = (BA)CT = B(ACT ) = BI = B.

Tedy CT = B, tud́ı̌z BA = AB = I, a proto B je inverzńı k A.

Závěrečné poznámky: Věty VI.5 a VI.7 nejen obsahuj́ı př́ıslušná tvrzeńı,
ale jejich d̊ukazy dávaj́ı návod k řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u. Tak d̊ukaz bodu
(i) Věty VI.1 dává návod, jak matici převést na schodovitou (a t́ım určit hod-
nost). Důkaz druhé implikace Věty VI.7 zase dává návod, jak naj́ıt inverzńı
matici. Vı́ce o tom později u řešených př́ıklad̊u.
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