K oddilu VI.2 — druhi ¢ast (fadkové tpravy a jejich aplikace)

K definici fadkovych dprav a transformace:

e Radkové tpravy jsou tif druhii. Co znamenaji dpravy prvniho a druhého
druhu, je snad ziejmé.

° Uprava ttetitho druhu je pricteni néjakého ndasobku néekterého radku k
Jinému rdadku.
To jest, zvolime i, ruzna ¢isla fadku a redlné ¢islo A; pak k i-tému
radku pricteme A-nasobek j-tého radku. Neboli, i-ty fadek nahradime
vektorem
(i-ty fadek) + A - (j-ty radek).

e Provést transformaci znamend provést postupneé nékolik radkovych tprav
za sebou.

e Nicméné na transformaci lze pohlizet i abstraktnéji. Je to konecnd po-
sloupnost fadkovych uprav, tedy jakysi predpis, jaké tupravy udélat.
Tutéz transformaci muzeme provést na ruzné matice, staci aby mély
stejny pocet fadku. Naptiklad nasledujici posloupnost fadkovych uprav
je transformace pouzitelnd na matice o ¢tyrech radcich.

Ptehodit prvni a treti radek.

Ctvrty fadek vynésobit 3.

K druhému réddku pricist (—2)-nasobek tretiho radku.

K étvrtému radku pricist 7-nasobek druhého radku.
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Ptehodit prvni a treti radek.

e Transformace muze byt i prazdna posloupnost uprav, tj. ptikaz nedélat
s matici nic.

K Véte VI.5:

e Vyznam této véty: Tato véta dava navod, jak urcit hodnost matice.
Vezmeme matici, podle bodu (i) ji prevedeme na schodovitou. Podle
bodu (iii) ma vznikld matice stejnou hodnost jako matice puvodni.
Pritom hodnost schodovité matice je rovna poc¢tu nenulovych radku
(jak uz vime). Proto staci spocitat nenulové fadky vysledné matice.



e Dukaz bodu (i): Dukaz provedeme matematickou indukei podle poctu
radku matice.

Krok 1, matice o jednom fadku: Pokud matice ma jen jeden radek,
uz je schodovita, takze neni tfeba nic délat.

Krok 2, m — m + 1: Predpokladejme, ze m € N je takové, ze tvrzeni
plati pro matice o m fadcich. Necht A je matice o m + 1 Fadcich,
tedy typu (m + 1) x n pro néjaké n € N. Budeme postupovat
nasledovneé:

Pokud A je nulova matice, je jiz schodovita a jsme hotovi.

Pokud A neni nulové, najdeme nejmensi k, pro které k-ty sloupec
neni nulovy.

Pokud aq, = 0, pak zvolime takové i, ze a;, # 0, a prehodime
prvné a -ty fadek. Tim dosdhneme toho, Ze na misté 1k je nenu-
lové cislo.

Muzeme tedy predpokladat, ze ay, # 0. Pak postupné pro j =
2,...,m+ 1 k j-tému radku pficteme (—%)—nésobek prvniho
radku. Tim dosdhneme toho, ze v k-tém sloupci je prvni prvek

nenulovy a vSechny ostatni nulové. Vytvorili jsme tedy ,prvni
schod®.

Nyni pouzijeme indukéni predpoklad: Matici typu m x n, ktera
vznikne vynechanim prvniho fadku z vysledné matice, lze dle in-
dukéntho predpokladu pomoci jisté transformace prevést na scho-
dovitou. Aplikujeme-li tuto transformaci a pak opét pridame vyne-
chany prvni fadek, dostameme schodovitou matici. Tim je dukaz
proveden.

e Dukaz bodu (ii): Pokud 7} znamena nedélat nic, pak za T, vezmeme
tutéz transformaci, tj. nedélat nic. Dale se podivejme na piipad, kdy
T1 je tvorena jednou radkovou upravou:

T, je radkova uprava prvniho druhu: Pokud 7} znamena prehodit
i-ty a j-ty radek, pak lze vzit Ty = T;. (Pokud totiz 77 aplikujeme
podruhé, vratime se do puvodniho stavu.)

T, je radkova uprava druhého druhu: Pokud 7} znamena vynasobit

-ty tadek cislem A, pak za T, vezmeme vynasobeni i-tého tadku
¢islem %



(=)

T, je fadkova uprava tretiho druhu: Pokud 7} znamena pricist A-
nasobek j-tého radku k i-tému radku, pak za T, vezmeme pricteni
-nasobku j-tého radku k ¢-tému radku.

Nakonec predpokladejme, ze T} je tvorena fadkovymi upravami
Uy, Us,... Uy

Pro kazdé j necht U 7 je ptislusnd inverznf iprava (dle vyse rozebranych
moznosti). Pak za T, vezmeme transformaci tvorenou radkovymi ipravami

! ! !
ul,... .U U

To je zcela ndzorné — pokud po provedeni dpravy U; matici tprava U j’
vrati do puvodniho stavu, pak k navratu po provedeni iprav Uy, Us, ..., Uy
je tieba provést upravy Uy, ..., Ul U] (rusit Géinky provedenych iprav

v opacném potadi — od posledni k prvni).

[lustrace bodu (ii) na prikladu: Pokud 77 je vySe uvedena transformace
matic o Ctyfech tadcich, pak prislusna transformace 75, ktera vyrusi
ucinek 7T} je nasledujici:

Ptehodit prvni a treti radek.

K ¢tvrtému fadku pricist (—7)-ndsobek druhého fadku.

K druhému tadku pficist 2-nasobek tretiho radku.

Ctvrty fadek vynésobit %

SAN R

Ptehodit prvni a treti radek.

Dikaz bodu (iii): Nejprve ukazeme, ze h(B) > h(A), tj., Ze prove-
deni transformace hodnost nezmensi. Protoze transformace je nékolik
radkovych uprav za sebou, staci tuto véc dokazat pro jednotlivé radkové
Upravy.

Predpokladejme tedy, ze A je matice typu m x n. Oznacme si jeji radky
postupné ag,as, ..., a,. Necht h(A) = k. Pak muzeme najit linedrné
nezavislou k-tici fadku matice A, tj. existuji indexy

1< <ta< - <ip <m,.


ondrej
Čára

ondrej
Čára

ondrej
Text napsaný psacím strojem
(-l)


ze Fadky

Qi , Qjyy v - -, Ay, (O)

jsou linearné nezavislé. Nyni predpokladejme, ze B vznikne z A pomoci
néjaké radkové upravy.

Treti

Prvni druh: Pokud B vznikne z A prohozenim dvou radku, pak
ma tytéz radky, jen v jiném poradi. Specidlné se mezi jejich radky
vyskytuje linedrné nezavisla k-tice (o), tedy h(B) > k.
Druhy druh: Predpokladejme, ze B vznikne z A vynasobenim j-
tého radku nenulovym ¢islem .
Pokud j neni jeden z indexti iy, . . ., i, pak se v matici B vyskytuji
tadky (o). Ty jsou linedrné nezavislé, a tedy h(B) > k.
Druhd moznost je, ze j je jeden z indexu iy, ...,1;. Dejme tomu,
ze j = iy (ostatni piipady jsou analogické). Pak se v matici B
vyskytuji radky

AQi,, Qiy,s ., QG

Ukazme, ze jsou linedrné nezavislé. Pokud totiz
o a;, + a;, + - - - + aga;, = o,
pak z linedrni nezavislosti vektoru (o) plyne
A =09 = -+ =y = 0.
Protoze X\ # 0, dostaneme
ap=ay=-=qp =0,

coz dokazuje linearni nezavislost vektortu Aa;,, a,, ..., a;, . Tedy i
v tomto piipadé h(B) > k.

¢ druh: Predpokladejme, ze B vznikne z A prictenim \-
nasobku p-tého radku k j-tému radku, kde j # p.
Pokud j neni jeden z indext iy, . .., i, pak se v matici B vyskytuji
fadky (o). Ty jsou linedrné nezavislé, a tedy h(B) > k.
Druha moznost je, ze j je jeden z indexi 41, ..., 4. Dejme tomu,
ze j = iy (ostatni piipady jsou analogické). Pak se v matici B
vyskytuji radky

a;, +a,, ai,,...,a;

(&)

ket

Nyni rozlisime dvé moznosti:
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ondrej
Čára

ondrej
Text napsaný psacím strojem
Třetí


x Vektory

ap,aiQ, Ce ,aik

jsou linearné nezavislé. Tyto vektory se vyskytuji jako radky
v matici B (pfipomenme, ze p # i1), a tedy h(B) > k. (Mj. z

predpokladu plyne, Ze p neni jeden z indext iy, . .., iy,.)
* Vektory
G,p, CLi2, e ,aik
jsou linearné zavislé. To znamend, ze existuji koeficienty fy, . . ., Bk,

ne vSechny nulové, spliujici

pra, + Brai, + -+ + Bra;, = o.

Uvédomme si, ze 31 # 0, protoze vektory a,,,...,a; jsou
linedrné nezdvislé (kdyby totiz £; = 0, méli bychom netrividlni
linedrni kombinaci vektoru a,,,...,a;,, kterd se rovnd nu-
lovému vektoru). Proto muzeme vyjadrit
B Br
a,=——"0j, — ... — —a,. (%)
b B

Déle ukazeme, ze odsud plyne linedrni nezavislost vektoru
(A). Méjme totiz jejich linedrni kombinaci rovnou nulovému
vektoru

aj(a;, + Aa,) + awa, + -+ -+ aga;, = o.

Dosadime za a, z (*) a upravujme:

_ B2 B
o =a(a;, + A(—=Fa, — ... — Fay)) + wai, + - + agay,
_ a1 \G a1 \B
= 01a;, + (OéQ — %)ah +--F (Oék — %)a,k
Protoze a;,, a,, ..., a;, jsou linedrné nezdvislé, dostaneme
A A
a1:a2_0¢1ﬂ_152:...:ak_0415_15k:0_

Specidlné a; = 0. Pokud toto dosadime do dalsich koeficientu,
dostaneme ap = - -+ = a = 0. Celkové tedy mame

g =ag=--=q =0,

coz dokazuje linearni nezavislost vektoru (A). Tedy h(B) > k.



Dokézali jsme tedy nasledujici: Pokud B vznikne z A néjakou transfor-
maci, pak h(B) > A. Protoze podle bodu (ii) vime, ze v tomto piipadé
také A vznikne z B né¢jakou transformaci, dostaneme i h(A) > B. Cel-
kem tedy méame h(B) = A, coz jsme chtéli dokazat.

Cwiceni: Ukazte, Ze hodnost matice nemuze bijt vétsi nez pocet sloupcu. (Ndvod:
Ukazte, Ze to plati pro schodovitou matici a pak pouzijte Vétu VI.5.)

Sloupcové tdpravy a transponovani matice: (Zde povazuji za dilezité
prostudovat proni tri body a pochopit, co rikaji. Dalsi body pak vysvétlugi, proc
to plati. Jejich prostudovdni a pochopeni je uZitecné a doporucuji, ale neni
nezbytné nutné.)

e Analogicky jako pro radkové vektory lze pojem linearni kombinace,
linedrni zavislosti a linearni nezavislosti definovat i pro sloupcové vek-
tory. Pak také muzeme definovat sloupcovou hodnost matice jako nejvétsi
pocet linedrné nezavislych sloupci. Je snadné si uvédomit, ze sloupcova
hodnost matice A se rovnd h(AT).

Smyslem nasledujicich poznamek a tivah je dokdzat, ze h(A) = h(AT),
neboli ze sloupcovd hodnost se rovnéa (fadkové) hodnosti.

Analogicky jako fadkové upravy lze definovat sloupcové tpravy (pro-
hozeni dvou sloupct, vynasobeni jednoho sloupce nenulovym é&islem,
pric¢teni ndsobku jednoho sloupce k jinému sloupci) a sloupcovou trans-
formaci (konecna posloupnost sloupcovych tprav).

Pro sloupcovou transformaci plati analogie tvrzeni (ii) z Véty VL.5.
Diikaz je zcela stejny. Stejné tak plati analogie tvrzeni (iii) z téze Véty,
tj. sloupcova transformace nemeéni sloupcovou hodnost matice. Dukaz
je opét zcela stejny.

Je snadné ukazat, ze sloupcové tpravy nemeéni (fadkovou) hodnost ma-
tice. Duvod je tento:

Necht A je matice typu m x n a B vznikne z A sloupcovou tpravou.
Nechf ai, ..., a,, znac¢i fadky matice A a by, ..., b,, zna¢i fddky matice
B. Zvolme 1 < i1 <ip < --- <1 <m a cCisla aq,...,ar. Pak

alai1+---+akaik:o<:>oz1b2-1+~~-—|—ozkbik:o.

Tato ekvivalence je snadnd — zkuste si rozmyslet samostatné.
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Odsud plyne specialné, ze
ai,...,a, jsou linedrné zavislé < by,...,b,, jsou linearné zavislé,
tedy ziejmeé h(A) = h(B).

Sloupcovou transformaci lze téz vyjadiit pomoci (fadkové) transfor-
mace transponované matice. Podrobnéji:

Méjme néjakou sloupcovou transformaci S matic o n sloupcich. Oznacme
symbolem S analogickou (fddkovou) transformaci matic o n tadcich.

Méjme déle matici A typu m x n a necht matice B vznikne z A aplikaci
sloupcové transformace S.

Pak B muzeme ziskat také takto: Uvazme transponovanou matici AT,
Aplikujme na ni transformaci S, vyslednou matici ozna¢me B'. Pak
B = (B)T.

Analogicky téz (fadkovou) transformaci muzeme vyjadiit pomoci sloup-
cové transfomace transponované matice.

Proto transformace neméni hodnost transponované matice (tedy sloup-
covou hodnost matice): Méjme matici A a transformaci S, kterd ji

prevede na matici B. Pak analogicka sloupcova transformace prevede
AT na B, a tedy h(AT) = h(BT).

Nynf mizeme celkem snadno dokézat, ze h(A) = h(AT). Protoze (AT)T =
A, stacf ukdzat, ze h(A) < h(AT).

Méjme tedy matici A. Podle Véty VI.5(i) ji lze néjakou transformaci
pfevést na schodovitou matici S. Podle Véty VI.5(iii) mame h(A) =
h(S). Podle piedchoziho bodu vime, ze h(AT) = h(ST).

Hodnost matice S je rovna poc¢tu nenulovych radku, jak bylo vysvétleno
v komentari k prvni ¢asti oddilu VI.2. Pokud pouzijeme znaceni z
dukazu nerovnosti ,>“ pak lze snadno ukazat, ze sloupce s indexy
ki,..., kny jsou linedrné nezdvislé (podobné, jako se dokdzala linedrni
nezdvislost prvnich m tadki). Proto h(ST) > h(S).

Tedy h(AT) = h(ST) > h(S) = h(A).



K Véte VI.6:

e Vyznam této véty spociva v tom, ze dava do souvislosti transformaci
a nasobeni matic. Pouzijeme ji nejen k dukazu nasledujici véty, ale i k
dalsim vétam v této kapitole a pozdéji v Matematice I11. Zaroven bude
slouzit jako podklad nékterych pocetnich metod.

e Dukaz: Je ziejmé, ze dukaz staci provést pro pripad, ze T je tvotena jed-
nou fadkovou upravou. Ozna¢me a4, .. ., a,, fadky matice Aacy, ..., ¢,
radky matice C. Protoze AB = C, plati

‘v’ie{l,...,m}:aiB:ci. (0)

/

Déle ozna¢me af,...,a!, tadky matice A" a ¢},...,c, tadky matice

C'. K tomu, abychom dokézali, ze A'B = C’, stac¢i ukazat, ze
Vie{l,...,m}:aB =c. ()
To udélame v zavislosti na druhu radkové upravy:
Prvni druh: Pokud T je prohozeni k-tého a [-tého tadku, pak
a, = a;,a,=a;aa,=a; proi # k,l;
stejné tak
¢, =c,c,=cpac,=c;proi#k,l.
Proto je jasné, ze (¢) a (&) fikaji totéz.
Druhy druh: Nechtf 7' je vyndsobeni k-tého fddku &islem \. Pak
a, = \ay a a, =a; proi #k;

stejné tak

c, = M\cpac=c;proi#k.
Dokazme platnost (&). Pro i # k plyne rovnost piimo z (¢), pro
1 = k plyne z vypoctu

a,B = \a;B = \¢;, = ¢



Tieti druh: Necht T je pficteni A-nasobku I-tého fadku ke k-tému
radku. Pak

a, =a,+ \a; aa,=a; proi#k;

stejné tak

c,=crL+Acac,=c;proi#k.
Dokazme platnost (&). Pro i # k plyne rovnost piimo z (¢), pro
t = k plyne z vypoctu

a,B = (a; + \a;)B = a;B + \a;B = ¢;, + \¢; = .

Cvicent:

1. Necht AB = C. Necht matice B’ vznikne z matice B aplikaci sloupcové

transformace S. Oznaéme C' matici, kterd vznikne z C aplikaci téze
sloupcové transformace S. Ukazte, ze AB' = C'.

(Ndvod: Bud pouZijte stejnou metodu dikazu jako ve Vété VI.6, nebo
odvod’te z Veéty VI.6 pomoci Véty VI.3.)

. Necht T je néjakd transformace matic o m rddcich. Oznacme B matici,
kterd vznikne aplikaci transformace T na jednotkovou matici radu m.

Ukazte, Ze pro kazZdou matici A o m rddcich je matice, kterd vznikne z
A aplikaci transformace T', je rovna BA.

. Necht S je néjakd sloupcovd transformace matic o n sloupcich. Oznacme
B matici, kterd vznikne aplikaci sloupcové transformace S na jednotko-
vou matici Tddu n.

Ukazte, Ze pro kaZdou matici A o n sloupcich je matice, kterda vznikne
z A aplikaci sloupcové transformace S, je rovna AB.

K Veétée VI.7:

e Ditkaz implikace =: Piedpoklddejme, Ze A je reguldrni. Necht A~! je
inverzni matice. Ta spliuje

AAT' =1



Podle Véty VI.5(i) existuje transformace 7', ktera matici A pfevede na
schodovitou matici S.

Ozna¢me B matici, ktera vznikne z I aplikaci téze transformace T
Podle Véty VI.6 plati
SA™! = B.

Podle Veéty VI.4(iii) plati h(B) = h(I). Protoze h(I) = n (je ziejmé,
ze jeji tadky jsou linearné nezavislé; téz je mozné pouzit fakt, ze je
to schodovitd matice a vsechny fadky jsou nenulové), plati h(B) = n.
Proto jsou radky matice B linearné nezavislé, specidlné, zadny radek
neni nulovy. Protoze

(j-ty fddek matice B) = (j-ty fadek matice S) - A~

vidime, ze zadny fadek matice S neni nulovy. Protoze S je schodovitd,
znamend to h(S) = n.

Nakonec z Véty VI.5(iii) dostaneme h(A) = h(S) = n.

Dikaz implikace <: Necht h(A) = n. UkdZeme, Ze A je reguldrni.
Udélame to ve dvou krocich.

Krok 1: Ukazeme, ze A lze néjakou transformaci prevést na jednot-
kovou matici.
Podle Véty VI.5(i) existuje néjaké transformace 77, kterd A prevede
na schodovitou matici S.
Podle Vety VI.5(iii) plati h(S) = h(A) = n, tedy vsechny fadky
matice S jsou nenulové.
Protoze S je schodovita, ma n tadku i n sloupcu a vSechny radky
jsou nenulové, jedind moznost je, ze pocet nul na zacatku radku
je postupné

0,1,2,...,n—1.

To znamena, ze S je horni trojuhelnikova matice, ktera ma na
diagonale nenulové prvky. Tedy

S11 S12 S13 ... Sin
0 S99 S23 ... Sop

S = 0 0 S33 ... S3n ,
0O 0 0 ... sum
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kde ¢isla s11, S99, . . . , Spy, jsou nenulova. Nyni prodeveme postupné

n uprav druhého druhu — prvni fadek vyndasobime i, druhy

vynasobime é, a tak dale, az n-ty vynasobime Si Tim dosta-
nn

neme matici

1 sy sy .. Sh,

0 1 sh ... s,
sS=|(0 0 1 ... s

0o 0 o0 ... 1

Nyni uz snadno matici prevedeme na jednotkovou pomoci uprav
trettho druhu:

Nejprve osetiime posledni sloupec: K prvnimu radku piicteme
(=5}, )-nasobek n-tého, k druhému pricteme (—s), )-ndsobek n-
tého, a tak déle, az k (n — 1)-tému tadku piicteme (—s;_;,)-
nasobek n-tého. Tim dostaneme matici

L iy s 0
0 1 sby 0
=10 0 1 ... 0
0o 0 0 ... 1

Analogicky postupujeme pro (n — 1)-ty sloupec, a tak déle, az pro
druhy sloupec. Nakonec ziskame jednotkovou matici.

Krok 2: Dle Kroku 1 vime, ze existuje transformace T, ktera A prevede
na jednotkovou matici.
Aplikujme tutéz transformaci T na jednotkovou matici I a vyslednou
matici oznacme B.
Protoze TA = A, Véta VI.6 ndm da rovnost BA = I.
Tim jsme vlastné hotovi, protoze pak plati i AB = I, tedy B je
inverzni matice k A, a proto A je regularni.
Argument piedchoziho odstavce plyne bud z pozndmky zminéné u
definice regularni a inverzni matice (ktera bude dokazéna v oddilu
VL5), nebo lze postupovat nasledovné: Vime, Ze existuje B, Ze
BA = 1. Protoze h(AT) = h(A) = n, plyne z predchoziho existence
matice C, pro kterou CAT =1, tedy

ACT = (CAT) =T" =1
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Pak ovsem
CT =IC" = (BA)C”" = B(AC") = BI = B.
Tedy CT = B, tudiz BA = AB =1, a proto B je inverzni k A.

Zavérecné poznamky: Véty VI.5 a VI.7 nejen obsahuji ptislusné tvrzeni,
ale jejich dukazy davaji navod k feseni konkrétnich prikladu. Tak dikaz bodu
(i) Vety VI.1 dava navod, jak matici prevést na schodovitou (a tim urcit hod-
nost). Dukaz druhé implikace Véty VI.7 zase dava navod, jak najit inverzni
matici. Vice o tom pozdéji u reSenych piikladu.
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