
K odd́ılu VIII.1 – pokračováńı: vlastnosti Riemannova integrálu

K významu této části:

• V předchoźı části jsme si definovali Riemann̊uv integrál.

Definice to byla přirozená a v jistém smyslu intuitivńı, ale nepř́ılǐs
použitelná pro praktické výpočty.

K praktickým výpočt̊um se přibĺıž́ıme v odd́ılu VIII.2. Dvě tvrzeńı
zbývaj́ıćı v tomto odd́ılu slouž́ı zejména jako př́ıprava na to.

• Větička VIII.2 nám umožńı poznat, zda funkce má Riemann̊uv integrál,
aniž bychom museli zkoumat všechna děleńı intervalu.

• Věta VIII.3 shrnuje několik základńıch vlastnost́ı Riemannova integrálu
a několik základńıch početńıch pravidel.

• Důkaz obou tvrzeńı provedeme s využit́ım definic a pečlivé práce se
supremy a infimy.

K Větičce VIII.2:

• Důkaz bodu (i):

⇒: Necht’ I =
∫ b
a
f a ε > 0. Ukážeme, jak naj́ıt děleńı D.

Podle definice Riemannova integrálu v́ıme, že I =
∫ b
a
f =

∫ b
a

f
.

Tedy jednak I je infimum množiny všech horńıch součt̊u. Protože
I + ε > I, z definice infima plyne, že existuje děleńı D1, pro které
plat́ı

S(f,D1) < I + ε. (∗)

Zároveň je I supremum množiny všech dolńıch součt̊u. Protože
I − ε < I, z definice suprema plyne, že existuje děleńı D2, pro
které plat́ı

S(f,D2) > I − ε. (∗∗)

Necht’ D je společné zjemněńı D1 a D2 (viz Větička VIII.1(1)).
Pak plat́ı

I − ε
(∗∗)
< S(f,D2) ≤ S(f,D) ≤ S(f,D) ≤ S(f,D1)︸ ︷︷ ︸

podle Větičky VIII.3(2 )

(∗)
< I + ε.
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Tedy D je děleńı, které má požadované vlastnosti a d̊ukaz je hotov.

⇐: Předpokládejme, že I má uvedenou vlastnost, a ukažme, že I =∫ b
a
f .

Zvolme libovolné ε > 0.

Podle předpokladu existuje děleńı D, které splňuje

I − ε < S(f,D) ≤ S(f,D) < I + ε.

Pak plat́ı ∫ b

a

f ≥ S(f,D) > I − ε (◦)

a ∫ b

a

f ≤ S(f,D) < I + ε, (◦◦)

kde jsme použili skutečnost, že S(f,D) je supremum (a tedy horńı
závora) množiny všech dolńıch součt̊u a S(f,D) je infimum (a tedy
dolńı závora) množiny všech horńıch součt̊u.

Kombinaćı (◦), (◦◦) a Větičky VIII.1(4) dostáváme

I − ε <
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f < I + ε.

Tedy ∫ b

a

f,

∫ b

a

f ∈ (I − ε, I + ε),

neboli ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − I

∣∣∣∣∣ < ε a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − I

∣∣∣∣∣ < ε

Protože ε > 0 bylo libovolné, uvedené nerovnosti plat́ı pro každé
ε > 0, tedy ∣∣∣∣∣

∫ b

a

f − I

∣∣∣∣∣ = 0 a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − I

∣∣∣∣∣ = 0,
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neboli

I =

∫ b

a

f =

∫ b

a

f.

To ovšem podle definice znamená, že

I =

∫ b

a

f

a d̊ukaz je hotov.

• Rozd́ıl mezi body (i) a (ii): Zat́ımco bod (i) ř́ıká, jak poznáme, že dané
č́ıslo je Riemannovým integrálem funkce f přes interval 〈a, b〉, bod (ii)
ř́ıká, jak poznáme, že funkce má Riemann̊uv integrál, i když neznáme
jeho hodnotu.

Uvid́ıme také později, že se tyto dva body budou použ́ıvat v odlǐsných
situaćıch.

• Důkaz bodu (ii):

⇒: Předpokládejme, že f má Riemann̊uv integrál přes interval 〈a, b〉.
Necht’ ε > 0 je libovolné. Ukážeme, jak naj́ıt děleńıD s požadovanou
vlastnost́ı.

Označme si I =
∫ b
a
f . Podle již dokázaného bodu (i) (aplikovaného

na ε
2
) existuje děleńı D, pro které

I − ε

2
< S(f,D) ≤ S(f,D) < I +

ε

2
.

Tedy
S(f,D), S(f,D) ∈ (I − ε

2
, I + ε

2
),

a proto
S(f,D)− S(f,D) < ε,

protože rozd́ıl dvou prvk̊u otevřeného intervalu délky ε je menš́ı
než ε.

T́ım je d̊ukaz hotov.
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⇐: Předpokládejme, že plat́ı uvedená podmı́nka a dokažme, že f má
Riemann̊uv integrál.

To znamená, že chceme dokázat, že horńı a dolńı Riemann̊uv in-
tegrál se rovnaj́ı.

Zvolme libovolné ε > 0.

Podle předpokladu existuje dělené D, pro které plat́ı

S(f,D)− S(f,D) < ε.

Protože plat́ı

S(f,D) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤ S(f,D),

dostáváme

0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f ≤ S(f,D)− S(f,D) < ε.

Protože ε > 0 bylo libovolné, plat́ı nerovnost

0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f < ε

pro každé ε > 0. Tedy

0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f ≤ 0,

neboli ∫ b

a

f =

∫ b

a

f,

což jsme chtěli dokázat.
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K Větě VIII.3

• Důkaz bodu (ii): Použijeme bod (i) z Větičky VIII.2.

Označme

I =

∫ c

a

f and J =

∫ b

c

f.

Podle předpokladu tyto integrály existuj́ı.

Pomoćı bodu (i) z Větičky VIII.2 ukážeme, že

I + J =

∫ b

a

f.

Zvolme libovolné ε > 0.

Podle Větičky VIII.2(i) existuje D1, děleńı intervalu 〈a, c〉, pro které
plat́ı

I − ε

2
< S(f,D1) ≤ S(f,D1) < I +

ε

2
. (4)

Podle Větičky VIII.2(i) dále existuje D2, děleńı intervalu 〈c, b〉, pro
které plat́ı

J − ε

2
< S(f,D2) ≤ S(f,D2) < J +

ε

2
. (∇)

Nyńı z děleńı D1 intervalu 〈a, c〉 a z děleńı D2 intervalu 〈c, b〉 vytvoř́ıme
děleńı D intervalu 〈a, b〉 tak, že použijeme děĺıćı body obou děleńı:

D1 :

a = x0 x1 x2 x3 = c

D2 :

c = y0 y1 y2 y3 = b

D :

a = z0 z1 z3 = c z4 z5 z6 = bz2
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Nyńı je zřejmé, že

S(f,D) = S(f,D1) + S(f,D2) a S(f,D) = S(f,D1) + S(f,D2).

(Proč je to zřejmé: Pod́ıvejme se třeba na druhou rovnost. Dolńı součet
je roven součtu obsah̊u největš́ıch obdélńık̊u, které se vejdou pod graf
f na jednotlivých děĺıćıch intervalech. Stač́ı si uvědomit, že děĺıćı in-
tervaly děleńı D jsou jednak děĺıćı intervaly děleńı D1 a jednak děĺıćı
intervaly děleńı D2.)

S použit́ım těchto rovnost́ı a nerovnost́ı (4) a (∇) dostaneme

I + J − ε < S(f,D1) + S(f,D2) = S(f,D)

≤ S(f,D) = S(f,D1) + S(f,D2) < I + J + ε.

To ovšem podle Větičky VIII.2(i) znamená, že I + J =
∫ b
a
f a d̊ukaz je

hotov.

• Důkaz bodu (i):

Použijeme bod (ii) z Větičky VIII.2:

Necht’ ε > 0 je libovolné.

Podle Větičky VIII.2(ii) existuje D děleńı intervalu 〈a, b〉, pro které
plat́ı

S(f,D)− S(f,D) < ε. (�)

Necht’ D′ je zjemněńı děleńı D, které vznikne tak, že mezi děĺıćı body
přidáme body c, d.

Podle Větičky VIII.1(2) plat́ı

S(f,D) ≤ S(f,D′) ≤ S(f,D′) ≤ S(f,D′),

a tedy d́ıky (�) dostaneme

S(f,D′)− S(f,D′) < ε. (�)

Nyńı si děleńı D′ můžeme rozdělit na tři děleńı – děleńı D1 intervalu
〈a, c〉, děleńı D2 intervalu 〈c, d〉 a děleńı D3 intervalu 〈d, b〉.

6



Tento proces ilustruje obrázek:

D :

a = x0 x1 x2 x4 x5c x3 d x6 = b

D′ :

a = y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 = b

a c d b

D1 D2 D3

Nyńı je zřejmé, že

S(f,D′) = S(f,D1) + S(f,D2) + S(f,D3),

S(f,D′) = S(f,D1) + S(f,D2) + S(f,D3).

(To už jsme použili v d̊ukazu bodu (ii).)

Tedy máme

S(f,D′)− S(f,D′) = S(f,D1) + S(f,D2) + S(f,D3)

− (S(f,D1) + S(f,D2) + S(f,D3))

= S(f,D1)− S(f,D1)︸ ︷︷ ︸
≥0

+S(f,D2)− S(f,D2)

+ S(f,D3)− S(f,D3)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ S(f,D2)− S(f,D2).

Odsud a z (�) nyńı plyne, že

S(f,D2)− S(f,D2) < ε. (�)

Nyńı shrňme, co jsme dokázali: Pro každé ε > 0 jsme našli děleńı D2

intervalu 〈c, d〉 splňuj́ıćı (�).
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Dı́ky Větičce VIII.2(ii) to znamená, že
∫ d
c
f existuje, což jsme chtěli

dokázat.

• Důkaz bodu (iii) pro násobek:

Předpokládáme tedy, že f má Riemann̊uv integrál přes 〈a, b〉 a α ∈ R.

Označme I =
∫ b
a
f . Ukážeme, že

∫ b
a
αf = αI.

α = 0: Pokud α = 0, pak αf = 0, je to konstantńı nulová funkce, a tedy∫ b

a

0 · f =

∫ b

a

0 = 0 = 0 · I.

α > 0: Předpokládejme, že α > 0.

Necht’ D : a = x0 < x1 < · · · < xn = b je libovolné děleńı intervalu
〈a, b〉. Pak pro každé j ∈ {1, . . . , n} plat́ı

sup (αf)(〈xj−1, xj〉) = α · sup f(〈xj−1, xj〉),
inf (αf)(〈xj−1, xj〉) = α · inf f(〈xj−1, xj〉).

(♣)

(To snadno plyne z toho, že supremum je nejmenš́ı horńı závora,
infimum největš́ı dolńı závora a že násobeńı kladným č́ıslem α
zachovává nerovnosti.)

Z rovnost́ı (♣) nyńı (sečteńım přes j) dostaneme

S(αf,D) = αS(f,D) a S(αf,D) = αS(f,D). (♣♣)

Nyńı můžeme d̊ukaz dokončit pomoćı tvrzeńı (i) z Větičky VIII.2:

Necht’ ε > 0 je libovolné. Pode Větičky VIII.2(i) existuje děleńı D
intervalu 〈a, b〉, pro které

I − ε

α
< S(f,D) ≤ S(f,D) < I +

ε

α
.

Pokud tyto nerovnosti vynásob́ıme α, dostaneme

αI − ε < αS(f,D) ≤ αS(f,D) < αI + ε,

což d́ıky (♣♣) je totéž jako

αI − ε < S(αf,D) ≤ S(αf,D) < αI + ε.

Opětovným použit́ım Větičky VIII.2(i) dostaneme, že
∫ b
a
αf = αI,

což je přesně to, co jsme chtěli.
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α = −1: Ukážeme, že
∫ b
a
(−f) = −I.

Postupujeme podobně, jako v předchoźım bodě:

Necht’ D : a = x0 < x1 < · · · < xn = b je libovolné děleńı intervalu
〈a, b〉. Pak pro každé j ∈ {1, . . . , n} plat́ı

sup (−f)(〈xj−1, xj〉) = − inf f(〈xj−1, xj〉),
inf (−f)(〈xj−1, xj〉) = − sup f(〈xj−1, xj〉).

(�)

(To snadno plyne z toho, že supremum je nejmenš́ı horńı závora,
infimum největš́ı dolńı závora a že násobeńı −1 obraćı nerovnosti;
tento postup jsme použili již v d̊ukazu Věty I.6.)

Z rovnost́ı (�) nyńı (sečteńım přes j) dostaneme

S(−f,D) = −S(f,D) a S(−f,D) = −S(f,D). (��)

Nyńı můžeme d̊ukaz dokončit pomoćı tvrzeńı (i) z Větičky VIII.2:

Necht’ ε > 0 je libovolné. Pode Větičky VIII.2(i) existuje děleńı D
intervalu 〈a, b〉, pro které

I − ε < S(f,D) ≤ S(f,D) < I + ε.

Pokud tyto nerovnosti vynásob́ıme −1, dostaneme

−I + ε > −S(f,D) ≥ −S(f,D) < −I − ε,

což d́ıky (��) je totéž jako

−I − ε < S(−f,D) ≤ S(−f,D) < −I + ε.

Opětovným použit́ım Větičky VIII.2(i) dostaneme
∫ b
a
αf = −I,

což jsme chtěli.

α < 0: Tento př́ıpad dostaneme kombinaćı předchoźıch.

Máme totiž∫ b

a

f = I
předchoźı bod

=⇒
∫ b

a

(−f) = −I

−α>0
=⇒

∫ b

a

αf =

∫ b

a

(−α)(−f) = (−α)(−I) = αI.
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• Důkaz bodu (iii) pro součet:

Předpokládejme, že f a g maj́ı Riemann̊uv integrál přes 〈a, b〉 a označme

I =
∫ b
a
f a J =

∫ b
a
g. Ukážeme, že

∫ b
a
(f + g) = I + J .

Nejprve se opět pod́ıvejme na chováńı horńıch a dolńıch součt̊u.

Necht’ D : a = x0 < x1 < · · · < xn = b je libovolné děleńı intervalu
〈a, b〉. Pak pro každé j ∈ {1, . . . , n} plat́ı

sup (f + g)(〈xj−1, xj〉) ≤ sup f(〈xj−1, xj〉) + sup g(〈xj−1, xj〉),
inf (f + g)(〈xj−1, xj〉) ≥ inf f(〈xj−1, xj〉) + inf g(〈xj−1, xj〉).

(♠)

(Prvńı nerovnost plat́ı, protože výraz na pravé straně je horńı závorou
pro funkci f + g na intervalu 〈xj−1, xj〉 a supremum je nejmenš́ı horńı
závora. Podobně, druhá nerovnost plat́ı, protože výraz na pravé straně
je dolńı závorou pro funkci f + g na intervalu 〈xj−1, xj〉 a infimum je
největš́ı dolńı závora.)

Z nerovnost́ı (♠) nyńı (sečteńım přes j) dostaneme

S(f + g,D) ≤ S(f,D) + S(g,D),

S(f + g,D) ≥ S(f,D) + S(f,D).
(♠♠)

Nyńı můžeme d̊ukaz dokončit pomoćı tvrzeńı (i) z Větičky VIII.2:

Necht’ ε > 0 je libovolné. Pode Větičky VIII.2(i) existuj́ı děleńı D1 a
D2 intervalu 〈a, b〉, pro která plat́ı

I − ε

2
< S(f,D1) ≤ S(f,D1) < I +

ε

2
,

J − ε

2
< S(g,D2) ≤ S(g,D2) < J +

ε

2
.

Necht’ D je společné zjemněńı D1 a D2 (Větička VIII.1(1)). Pak z
předchoźıch nerovnost́ı a Větičky VIII.1(2) plyne

I − ε

2
< S(f,D) ≤ S(f,D) < I +

ε

2
,

J − ε

2
< S(g,D) ≤ S(g,D) < J +

ε

2
.

Sečteńım těchto dvou nerovnost́ı dostaneme

I + J − ε < S(f,D) + S(g,D) ≤ S(f,D) + S(g,D) < I + J + ε.
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Pomoćı (♠♠) z těchto nerovnost́ı plyne

I + J − ε < S(f + g,D) ≤ S(f + g,D) < I + J + ε.

Opětovným použit́ım Větičky VIII.2(i) dostaneme
∫ b
a
(f + g) = I + J a

d̊ukaz je hotov.

• Důkaz bodu (iv):

Předpokládejme, že f ≥ g na 〈a, b〉.
Pak pro každý interval 〈α, β〉 ⊂ 〈a, b〉 plat́ı

sup f(〈α, β〉) ≥ sup g(〈α, β〉).

Z definice horńıch součt̊u tedy plyne, že pro každé děleńı D plat́ı

S(f,D) ≥ S(g,D).

Protože S(g,D) ≥
∫ b
a
g, dostáváme,

∀D děleńı: S(f,D) ≥
∫ b

a

g,

tedy
∫ b
a
g je dolńı závora množiny všech horńıch součt̊u funkce f . Proto∫ b

a

f ≥
∫ b

a

g

(
∫ b
a
f je infimum, tedy největš́ı dolńı závora.)

Protože ovšem předpokládáme, že f i g maj́ı Riemann̊uv integrál přes
〈a, b〉, ř́ıká tato nerovnost, že∫ b

a

f ≥
∫ b

a

g,

což je přesně to, co jsme chtěli dokázat.
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• Důkaz bodu (v) – prvńı část, tj. existence Riemannova integrálu z |f |.
Předpokládejme, že f má Riemann̊uv integrál přes 〈a, b〉, a ukažme, že
i |f | má Riemann̊uv integrál přes 〈a, b〉.
Použijeme k tomu Větičku VIII.2(ii).

Necht’ ε > 0 je libovolné.

Protože f má Riemann̊uv integrál přes 〈a, b〉, podle Větičky VIII.2(ii)
existuje D děleńı intervalu 〈a, b〉, splňuj́ıćı

S(f,D)− S(f,D) < ε.

Necht’ děĺıćı body D jsou a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Z definice horńıch a dolńıch součt̊u plyne, že

S(f,D)− S(f,D) =
n∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1), (♥)

kde
Mi = sup f(〈xi−1, xi〉) a mi = inf f(〈xi−1, xi〉).

Porovnejme nyńı chováńı f a |f | na intervalu 〈xi−1, xi〉. Pro každé x ∈
〈xi−1, xi〉 plat́ı

mi ≤ f(x) ≤Mi.

Rozlǐśıme tři př́ıpady:

mi ≥ 0: Pak na 〈xi−1, xi〉 plat́ı f ≥ 0, a tedy |f | = f . Proto

sup |f |(〈xi−1, xi〉) = Mi a inf |f |(〈xi−1, xi〉) = mi,

a tedy

sup |f |(〈xi−1, xi〉)− inf |f |(〈xi−1, xi〉) = Mi −mi.

Mi ≤ 0: Pak na 〈xi−1, xi〉 plat́ı f ≤ 0, a tedy |f | = −f . Proto

sup |f |(〈xi−1, xi〉) = −mi a inf |f |(〈xi−1, xi〉) = −Mi

(viz (�) výše). Tedy

sup |f |(〈xi−1, xi〉)− inf |f |(〈xi−1, xi〉) = −mi − (−Mi) = Mi −mi.
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mi < 0 < Mi: V tomto př́ıpadě pro každé x ∈ 〈xi−1, xi〉 plat́ı

0 ≤ |f(x)| ≤ max{Mi,−mi},

a tedy

sup |f |(〈xi−1, xi〉)−inf |f |(〈xi−1, xi〉) ≤ max{Mi,−mi}−0 ≤Mi−mi

(kde posledńı nerovnost plyne z toho, že Mi > 0 i −mi > 0).

Ve všech třech př́ıpadech jsme dokázali, že

sup |f |(〈xi−1, xi〉)− inf |f |(〈xi−1, xi〉) ≤Mi −mi. (♥♥)

S použit́ım (♥) pro f i |f | nyńı dostaneme

S(|f |, D)− S(|f |, D) =
n∑
i=1

(sup |f |(〈xi−1, xi〉)− inf |f |(〈xi−1, xi〉)) · (xi − xi−1)

(♥♥)
≤

n∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) = S(f,D)− S(f,D) < ε.

Opětovným použit́ım Větičky VIII.2(ii) dostaneme, že |f | má Rie-
mann̊uv integrál přes 〈a, b〉, což bylo naš́ım ćılem.

• Důkaz bodu (v) – druhá část, tj. nerovnost.

Podle prvńı části již v́ıme, že
∫ b
a
|f | existuje.

Protože na 〈a, b〉 plat́ı −|f | ≤ f ≤ |f |, z bodu (iv) plyne∫ b

a

(−|f |) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |.

Apliklaćı bodu (iii) na levou stranu dostaneme nerovnosti

−
∫ b

a

|f | ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |,

což znamená totéž, co ∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f |.

T́ım je d̊ukaz hotov.
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• O významu této věty: Tato věta shrnuje několik základńıch vlast-
nost́ı.

Bod (ii) se nazývá
”
aditivita Riemannova integrálu jako funkce inter-

valu“. Význam je názorný – pokud známe obsah plochy pod grafem na
sousedńıch intervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉, pak obsah plochy pod grafem na
intervalu 〈a, b〉 je součtem těchto dvou obsah̊u.

Bod (iii) se nazývá
”
linearita Riemannova integrálu“. Významu linea-

rity se budeme věnovat v́ıce ještě v Matematice III.

Body (ii) a (iii) se hod́ı i v praktickém poč́ıtáńı integrál̊u, jak uvid́ıme
později.

Bod (iv) se nazývá
”
monotonie Riemannova integrálu“. Ř́ıká, že

”
in-

tegrál z větš́ı funkce je větš́ı“. Speciálně ř́ıká, že integrál z nezáporné
funkce je nezáporný. Nepouž́ıvá se ani tak při výpočtech integrál̊u, ale
k jejich odhad̊um v aplikaćıch.

Speciálně bod (iv) dává následuj́ıćı: Předpokládejme, že f má Rie-
mann̊uv integrál přes 〈a, b〉. Označmem = inf f(〈a, b〉) aM = sup f(〈a, b〉).
Pak

m ≤ f ≤M

na 〈a, b〉, tedy ∫ b

a

m ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

M,

neboli

m(b− a) ≤
∫ b

a

f ≤M(b− a),

nebo též

m ≤ 1

b− a

∫ b

a

f ≤M.

Bod (v) se někdy vyjadřuje slovy, že
”
Riemann̊uv integrál je absolutně

konvergentńı“. Tedy, že z existence integrálu z funkce plyne existence
integrálu z jej́ı absolutńı hodnoty.
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