
K odd́ılu VIII.2 – druhá část, výpočet Riemannova integrálu

Doplněk k definici Riemannova integrálu

•
∫ b
a
f jsme definovali pro funkce f definovanou na intervalu 〈a, b〉.

V tom je implicitně zahrnut předpoklad, že a < b.

Budeme ovšem z formálńıch d̊uvod̊u potřebovat rozš́ı̌rit tuto definici i
na př́ıpad a = b a a > b. To uděláme následovně:

◦
∫ a

a

f = 0, pokud f je definovaná v bodě a;

◦
∫ b

a

f = −
∫ a

b

f , pokud a > b a f má Riemann̊uv integrál přes

interval 〈b, a〉.

• Tato rozš́ı̌rená definice nám umožňuje zformulovat následuj́ıćı pomocné
tvrzeńı zobecňuj́ıćı bod (ii) z Věty VIII.3:

Lemma A. Necht’ a < b a f má Riemann̊uv integrál přes interval
〈a, b〉. Pak pro každou trojici α, β, γ ∈ 〈a, b〉 plat́ı∫ γ

α

f =

∫ β

α

f +

∫ γ

β

f.

Důkaz: Nejprve si uvědomme, že všechny tři integrály jsou definované
d́ıky bodu (i) z Věty VIII.3.

Pokud α = γ, pak dokazovaná rovnost má tvar∫ α

α

f︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫ β

α

f +

∫ α

β

f︸ ︷︷ ︸
=−

∫ β
α f

,

která plyne z výše uvedeného rozš́ı̌reńı definice Riemannova integrálu.

Dále předpokládejme, že α < γ. Pokud β = α nebo β = γ, pak rovnost
opět plyne př́ımo z rozš́ı̌reńı definice Riemannova integrálu.
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Pokud β neńı roven žádnému z bod̊u α, γ, pak máme tři možnosti pro
polohu β, ilustrovanou na následuj́ıćıch obrázćıch.

a α β γ b a bα βγ a bαβ γ

β ∈ (α, γ) β > γ β < α

V prvńım př́ıpadě rovnost plyne př́ımo z bodu (ii) Věty VIII.3.

Ve druhém př́ıpadě z bodu (ii) Věty VIII.3 plyne∫ β

α

f =

∫ γ

α

f +

∫ β

γ

f,

tedy ∫ γ

α

f =

∫ β

α

f −
∫ β

γ

f =

∫ β

α

f +

∫ γ

β

f.

Třet́ı př́ıpad je zcela analogický.

Nakonec, pokud α > γ, pak lze prohodit roli γ a α, protože dokazovaná
rovnost je ekvivalentńı rovnosti∫ α

γ

f =

∫ β

γ

f +

∫ α

β

f.

T́ım je d̊ukaz Lemmatu A hotov.

K Větě VIII.7:

• Geometrický význam funkce F :

a x b a bxc a bcx

př́ıpad c = a př́ıpad x > c př́ıpad x < c
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Na prvńım obrázku je ilustrován speciálńı př́ıpad, kdy c = a. Pak F (x)
je integrál z f přes interval 〈a, x〉, tedy obsah modře vyznačené plochy.

Daľśı dva obrázky ilustruj́ı př́ıpad c ∈ (a, b). Přitom na prvńım z
nich je x > c, pak F (x) je integrál z f přes interval 〈c, x〉, tedy ob-
sah modře vyznačené plochy. Na posledńım obrázku je x < c. Pak
F (x) je opačná hodnota k integrálu z f přes interval 〈x, c〉, tedy ob-
sah červeně vyznačené plochy vynásobený č́ıslem −1. (Poznamenejme
nav́ıc, že F (c) = 0.)

• Důkaz věty:

Funkce F je definovaná na intervalu 〈a, b〉. To plyne z Věty VIII.5.

Zvolme x ∈ (a, b). Chceme dokázat, že F ′(x) = f(x). Připomeňme, že
podle definice derivace je

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
,

pokud limita na pravé straně existuje.

Protože x ∈ (a, b), bod x+h patř́ı také do (a, b), pokud h je dosti bĺızko
nule. Pro taková h je F (x+h) definováno. Protože body c, x, x+h patř́ı
do 〈a, b〉, Lemma A nám dává

F (x+ h)− F (x)

h
=

1

h

(∫ x+h

c

f −
∫ x

c

f

)
=

1

h

(∫ x

c

f +

∫ x+h

x

f −
∫ x

c

f

)
=

1

h

∫ x+h

x

f.

To znamená, že chceme dokázat, že

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

f = f(x). (∗)

Intuitivńı úvaha, proč by měla platit rovnost (∗):

f je spojitá v bodě x, tedy pro y bĺızko x je f(y) bĺızko f(x).

Proto, je-li h malé, je na intervalu 〈x, x+ h〉 f přiblǐzně rovna f(x), a
tedy integrál je přiblǐzně roven f(x) · h.

Proto je 1
h

∫ x+h
x

f přiblǐzně rovno f(x).
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Nyńı provedeme přesný d̊ukaz na základě uvedené intuitivńı úvahy.

Necht’ ε > 0 je libovolné.

Protože f je spojitá v bodě x, existuje takové δ > 0, že

– (x− δ, x+ δ) ⊂ (a, b);

– ∀y ∈ (x− δ, x+ δ) : f(y) ∈ (f(x)− ε, f(x) + ε).

Necht’ nyńı h ∈ P (0, δ).

Pokud h > 0, pak na intervalu 〈x, x+ h〉 plat́ı

f(x)− ε ≤ f ≤ f(x) + ε.

Podle Věty VIII.3(iv) plat́ı∫ x+h

x

(f(x)− ε)︸ ︷︷ ︸
=(f(x)−ε)·h

≤
∫ x+h

x

f ≤
∫ x+h

x

(f(x) + ε)︸ ︷︷ ︸
=(f(x)+ε)·h

,

kde rovnosti plynou z toho, že jde o integrály z konstantńı funkce.

Po vyděleńı h (které je kladné), dostaneme

f(x)− ε ≤ 1

h

∫ x+h

x

f ≤ f(x) + ε. (◦)

Pokud h < 0, postupujeme podobně, ale trochu jinak. Na intervalu
〈x+ h, x〉 plat́ı

f(x)− ε ≤ f ≤ f(x) + ε.

Podle Věty VIII.3(iv) plat́ı∫ x

x+h

(f(x)− ε)︸ ︷︷ ︸
=(f(x)−ε)·(−h)

≤
∫ x

x+h

f ≤
∫ x

x+h

(f(x) + ε)︸ ︷︷ ︸
=(f(x)+ε)·(−h)

,

kde rovnosti opět plynou z toho, že jde o integrály z konstantńı funkce.

Po vyděleńı č́ıslem −h (které je kladné), dostaneme

f(x)− ε ≤ −1

h

∫ x

x+h

f ≤ f(x) + ε,
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neboli

f(x)− ε ≤ 1

h

∫ x+h

x

f ≤ f(x) + ε. (◦◦)

Nyńı, z (◦) a (◦◦) plyne, že

∀h ∈ P (0, δ) :
1

h

∫ x+h

x

∈ 〈f(x)− ε, f(x) + ε〉.

To ovšem podle definice limity znamená, že plat́ı (∗) a že d̊ukaz je
hotov.

K definici primitivńı funkce:

• Úloha hledáńı primitivńı funkce je inverzńı úloha k derivováńı. Máme
zadanou funkci f a hledáme funkci F , jej́ıž derivaćı je funkce f .

Této úloze se budeme d̊ukladně věnovat na začátku Matematiky III.

• Primitivńı funkce neńı jednoznačně určena. Pokud f je funkce defino-
vaná na otevřeném intervalu I a F je funkce k ńı na tomto intervalu
primitivńı, pak pro každou konstantu c ∈ R je i funkce F +c primitivńı
k funkci f na I. Plat́ı totiž

(F + c)′ = F ′ + c′ = f + 0 = f

na I.

• Uvedená nejednoznačnost je jediná. Tedy, pokud F a G jsou dvě primi-
tivńı funkce k téže funkci f na otevřeném intervalu I, pak jejich rozd́ıl
je konstantńı funkce.

Důvod je ten, že v tom př́ıpadě plat́ı

(F −G)′ = F ′ −G′ = f − f = 0.

Tedy fukce F − G má nulovou derivaci na intervalu I, proto je na I
konstantńı (viz Důsledek Věty IV.34).

• Předchoźı úvahy jsou d̊uvodem toho, proč primitivńı funkci definujeme
a hledáme na otevřeném intervalu, ne na obecněǰśıch množinách.
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Důkaz Věty VIII.8

• Necht’ I je otevřený interval a f je funkce spojitá na I.

Zvolme nějaký bod c ∈ I.

Definujme funkci F předpisem

F (x) =

∫ x

c

f, x ∈ I.

• Funkce F je dobře definovaná na I d́ıky Větě VIII.5 (a rozš́ı̌reńı definice
Riemannova integrálu).

• Pokud zvoĺıme a, b ∈ I takové, že a < c < b, pak z Věty VIII.7 plyne,
že

F ′(x) = f(x) pro x ∈ (a, b).

• Z toho už plyne, že F ′ = f na I:

Zvolme x ∈ I libovolné. Pak můžeme zvolit a, b ∈ I taková, že a < c < b
a zároveň a < x < b, neboli body c a x lež́ı v intervalu (a, b).

Pak podle předchoźıho bodu máme F ′(x) = f(x).

T́ım je d̊ukaz hotov.

• Poznámka: Věta VIII.7 a d̊ukaz Věty VIII.8 je d̊uvodem, proč se pri-
mitivńı funkci někdy ř́ıká neurčitý integrál. Dá se totiž vyjádřit jako
integrál s proměnnou horńı meźı.

Aplikace Věty VIII.8 na d̊ukaz Věty IV.23:

• V Matematice I jsme zformulovali Větu IV.23 o zavedeńı logaritmu,
kterou jsme nedokazovali, ale dále použ́ıvali.

Nyńı ji můžeme dokázat.

Věta IV.23 ř́ıká, že existuje právě jedna funkce s uvedenými vlast-
nostmi. Dokázat ji znamená, ukázat, že taková funkce existuje a že
neexistuj́ı dvě r̊uzné takové funkce.
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• Nejprve si rozmysĺıme, že jednoznačnost jsme už vlastně dokázali:

Necht’ F a G jsou dvě funkce, které splňuj́ı vlastnosti (L1), (L2) a (L3).

Z Věty IV.24 (L9) plyne, že

F ′(x) = G′(x) =
1

x
pro x ∈ (0,+∞),

tedy
(F −G)′ = 0 na intervalu (0,+∞),

proto je funkce F −G konstantńı.

Přitom podle Věty IV.26(L5) je F (1) = G(1) = 0, tedy (F−G)(1) = 0.

Proto je funkce F −G nulová, neboli F = G.

• Dále dokažme existenci.

Funkce 1
x

je spojitá na (0,+∞), podle Věty VIII.8 k ńı tedy existuje
primitivńı funkce.

Vezměme nějakou primitivńı funkci L0 a položme

L(x) = L0(x) = L0(1) pro x ∈ (0,+∞).

Pak plat́ı

L(1) = 0 a L′(x) =
1

x
pro x ∈ (0,+∞).

Ukážeme, že L splňuje vlastnosti (L1), (L2) a (L3):

(L1): Definičńı obor L je zřejmě (0,+∞). Nav́ıc, protože L′(x) = 1
x
> 0

pro x ∈ (0,+∞), je L rostoućı na (0,+∞).

(L3): Protože L(1) = 0, plat́ı

lim
x→1

L(x)

x− 1
= lim

x→1

L(x)− L(1)

x− 1
= L′(1) =

1

1
= 1.

(L2): Ukážeme, že pro každé x, y ∈ (0,+∞) plat́ı L(xy) = L(x) +L(y).

Zvolme y ∈ (0,+∞) libovolné a uvažme funkci

g(x) = L(xy)− L(x)− L(y), x ∈ (0,+∞).
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Pak pro každé x ∈ (0,+∞) plat́ı

g′(x) = L′(xy) · y − L′(x) =
1

xy
· y − 1

x
=

1

x
− 1

x
= 0,

tedy funkce g je konstantńı na (0,+∞).

Protože
g(1) = L(1 · y)− L(1)− L(y) = 0,

je g nulová na (0,+∞).

Zbývá si uvědomit, že to je přesně to, co jsme potřebovali dokázat.

K Větě VIII.9:

• Vzorec obsažený v této větě se nazývá Newton-Leibnizova formule.

Tato věta se někdy nazývá
”
základńı věta analýzy“.

Dává totiž do souvislosti primitivńı funkci a Riemann̊uv integrál. Je
základńı početńı metodou, jak spoč́ıtat Riemann̊uv integrál.

K tomu samozřejmě je potřeba umět poč́ıtat primitivńı funkce. To se
nauč́ıme v Matematice III. (Ale leccos umı́me už ted’, protože umı́me
derivovat.)

• Důkaz:

– Necht’ f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 a F je nějaká primitivńı
funkce k F na (a, b).

– Definujme si pomocnou funkci g na intervalu (a−1, b+1) vzorcem:

g(x) =


f(a), x ∈ (a− 1, a),

f(x), x ∈ 〈a, b〉,
f(b), x ∈ (b, b+ 1).

Tedy funkci f prodlouž́ıme o dva konstantńı úseky, jak je znázorněno
na obrázku:

a ba− 1 b+ 1
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– Funkce g je spojitá na intervalu (a− 1, b+ 1).

označme

G(x) =

∫ x

a

g, x ∈ (a− 1, b+ 1).

Pak G′ = g, neboli G je primitivńı funkćı ke g na (a − 1, b + 1)
(viz Věta VIII.8 a jej́ı d̊ukaz).

Z definice funkce G plyne, že

G(b) = G(b)−G(a) =

∫ b

a

g =

∫ b

a

f (4).

– Protože na intervalu (a, b) máme nyńı dvě primitivńı funkce k f
– F a G, muśı být jejich rozd́ıl konstantńı. Tedy existuje c ∈ R
splňuj́ıćı

F (x) = G(x) + c pro x ∈ (a, b).

Pak ovšem

lim
x→a+

F (x) = lim
x→a+

G(x) + c = G(a) + c = c,

lim
x→b−

F (x) = lim
x→b−

G(x) + c = G(b) + c,

a tedy

( lim
x→b−

F (x))− ( lim
x→a+

F (x)) = G(b)
(4)
=

∫ b

a

f

a d̊ukaz je hotov.

• Poznámka: Předchoźı d̊ukaz je poněkud trikový. Lze postupovat i tro-
chu jinak:

Definujme

G(x) =

∫ x

a

f, x ∈ 〈a, b〉.

Podle Věty VIII.7 plat́ı G′(x) = f(x) pro x ∈ (a, b), tedy G a F se lǐśı
o konstantu. Proto existuje c ∈ R splňuj́ıćı

F (x) = G(x) + c pro x ∈ (a, b).

K tomu, abychom mohli provést závěrečný výpočet stejně jako v předchoźım
postupu, potřebujeme vědět, že G je spojitá na 〈a, b〉.
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K tomu využijeme fakt, že f je omezená na intervalu 〈a, b〉 (Věta IV.19).
Existuje tedy takové M > 0, že |f | ≤ M na 〈a, b〉. Pak pro x ∈ (a, b)
plat́ı

|G(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f

∣∣∣∣ Věta VIII.3(v)
≤

∫ x

a

|f |
Věta VIII.3(iv)

≤
∫ x

a

M

= M(x− a)
x→a+−→ 0,

a tedy limx→a+G(x) = 0 = G(a).

Podobně

|G(x)−G(b)| =
∣∣∣∣∫ b

x

f

∣∣∣∣ Věta VIII.3(v)
≤

∫ b

x

|f |
Věta VIII.3(iv)

≤
∫ b

x

M

= M(b− x)
x→b−−→ 0,

a tedy limx→b−G(x) = G(b).
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