
Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Metody řešeńı

Metoda inverzńı matice: Máme-li soustavu Ax = b, kde A je regulárńı
matice, pak jediné řešeńı má tvar x = A−1b.

Tato metoda je použitelná jen v př́ıpadě, že počet neznámých je stejný
jako počet rovnic a nav́ıc je matice soustavy regulárńı. V jiných př́ıpadech
použitelná neńı.

Tato metoda je vhodná v př́ıpadě, že v́ıme, že matice soustavy je re-
gulárńı, a nav́ıc chceme soustavu řešit pro větš́ı množstv́ı r̊uzných vek-
tor̊u pravých stran. Pak se vyplat́ı spoč́ıtat inverzńı matici a použ́ıt
uvedený vzorec.

Pokud chceme soustavu řešit jen pro jeden vektor pravých stran (či
několik málo vektor̊u), bývá výhodněǰśı metoda eliminace (viz ńıže),
která je početně jednodušš́ı než výpočet inverzńı matice a následné
násobeńı.

Cramerovo pravidlo: Máme-li soustavu Ax = b, kde A je regulárńı ma-
tice, Věta VI.17 nám dává vzorec pro řešeńı.

Tato metoda dá jednoduchý vzorec pro soustavy dvou rovnic o dvou
neznámých, pro rozsáhleǰśı soustavy se moc nehod́ı, protože jej́ı použit́ı
pro soustavu n rovnic o n neznámých by vyžadovalo výpočet n+ 1 de-
terminant̊u matic řádu n. To může být užitečné pro př́ıpad, kdy matice
soustavy má nějaký velmi speciálńı tvar. Nicméně, jak bylo vysvětleno
dř́ıve, význam Věty VI.17 je sṕı̌se teoretický.

Metoda eliminace: Naṕı̌seme si rozš́ı̌renou matici soustavy (A|b) a nějakou
transformaćı ji převedeme na schodovitou matici (A′|b′). Pak vyřeš́ıme
soustavu A′x = b′.

Převádět matici na schodovitou již umı́me, zbývá se naučit vyřešit
soustavu A′x = b′, pokud (A′|b′) je schodovitá matice.

To děláme
”
odzadu“. Nejprve z tvaru posledńı rovnice poznáme, zda

soustava má řešeńı nebo ne.

Pokud posledńı rovnice (myšleno posledńı z rovnic, které něco požaduj́ı,
tedy nejsou tvaru 0 = 0) má tvar 0 = c, kde c je nenulové č́ıslo, pak
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soustava nemá řešeńı. V ostatńıch př́ıpadech má řešeńı. Toto rozlǐseńı
odpov́ıdá ekvivalenci (1)⇔ (2) z Věty VI.16.

Dále předpokládejme, že soustava má řešeńı. Pak všechna řešeńı na-
jdeme postupným výpočtem od posledńı rovnice k prvńı. Nejprve si to
popǐsme na speciálńım př́ıpadu.

Předpokládejme, že počet neznámých (n) se rovná hodnosti matice
soustavy (a také hodnosti rozš́ı̌rené matice soustavy). To znamená, že
počet nul, jimiž zač́ınaj́ı řádky matice (A′|b′) je postupně 0, 1, 2, . . . n−1
pro prvńıch n řádk̊u a daľśı řádky (pokud nějaké daľśı jsou) jsou již
nulové. V tomto př́ıpadě má soustava právě jedno řešeńı – z posledńı
rovnice vyjádř́ıme xn, z předposledńı xn−1 (s využit́ım znalosti xn), a
tak dále, až z prvńı rovnice vyjádř́ıme x1 (s využit́ım toho, že již známe
hodnoty ostatńıch neznámých).

Pokud počet neznámých je větš́ı než hodnost matice soustavy (která
se rovná hodnosti rozš́ı̌rené matice soustavy), má soustava nekonečně
mnoho řešeńı. Najdeme je pomoćı mı́rné modifikace postupu použitého
v d̊ukazu implikace (2)⇒ (1) z Věty VI.16:

Když jsme popisovali, jak naj́ıt jedno řešeńı, postupovali jsme odzadu
tak, že za některé neznámé jsme zvolili 0 a ostatńı jsme dopoč́ıtali.
Modifikace spoč́ıvá v tom, že mı́sto toho, abychom za patřičné neznámé
zvolili 0, mohou nabývat libovolných hodnot, což vyjádř́ıme volbou
patřičného počtu parametr̊u. Ilustrujeme me to na stejném př́ıkladu:

Necht’

(A′|b′) =


1 2 0 3 1 7 1
0 0 3 1 0 1 0
0 0 0 0 0 5 2
0 0 0 0 0 0 0


Hodnost matice soustavy i rozš́ı̌rené matice soustavy je 3. Této matici
odpov́ıdá soustava

x1 + 2x2 + 3x4 + x5 + 7x6 = 1
3x3 + x4 + x6 = 0

5x6 = 2

Ze třet́ı rovnice dostaneme

x6 =
2

5
. (∗)

2



Z druhé rovnice vyjádř́ıme

x3 = −1

3
x4 −

1

3
x6.

Hodnotu x6 již známe, dostaneme tedy

x3 = −1

3
x4 −

2

15
. (∗∗)

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme

x1 = 1− 7x6 − x5 − 3x4 − 2x2.

Dosad́ıme za x6 podle (∗). (A také za x3 podle (∗∗), ale to v tomto
př́ıpadě neńı nutné, protože ve vzorci pro x1 se nevyskytuje x3.) T́ım
dostaneme

x1 = 1− 14

5
− x5 − 3x4 − 2x2 = −9

5
− x5 − 3x4 − 2x2. (∗ ∗ ∗)

Všechna řešeńı jsou dána rovnostmi (∗), (∗∗) a (∗ ∗ ∗). Množina všech
řešeńı je tedy


−9

5
− x5 − 3x4 − 2x2

x2

− 2
15
− 1

3
x4

x4

x5
2
5

 ;x2, x4, x5 ∈ R


.

Hodnoty x2, x4, x5 mohou být libovolné, plńı úlohu parametr̊u. Můžeme
pro ně zvolit i jiné označeńı, takže se lze setkat třeba se zápisem


−9

5
− s− 3t− 2u

u
− 2

15
− 1

3
t

t
s
2
5

 ; s, t, u ∈ R


.
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Řešeńı př́ıklad̊u 17–19 ze supersemináře

Př́ıklad 17. Najděte všechna řešeńı soustavy Ax = b pro následuj́ıćı matici
A a tři vektory pravých stran.

A =

 1 2 3
7 8 9
13 14 15

 , b1 =

 4
10
16

 , b2 =

 5
11
12

 , b3 =

 6
12
16

 .

Použijeme metodu eliminace. Abychom ji nemuseli dělat třikrát, budeme
uvažovat

”
třikrát rozš́ı̌renou“ matici soustavy – k matici A přidáme tři uve-

dené sloupce pravých stran a úpravy budeme dělat na celou matici typu
3× 6.

 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 12 16

 ∼

 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12
−1 −2 −3 −4 −10 −8



∼

 1 2 3 4 5 6
0 −6 −12 −14 −24 −30
0 0 0 0 −5 −2


Nyńı vid́ıme, že pro pravé strany b2 a b3 nemá soustava řešeńı. (To plyne z
Věty VI.16; také př́ımo z toho, že třet́ı rovnice má v těchto př́ıpadech tvar
0 = −5 resp. 0 = −2.)

Pro pravou stranu b1 soustava má řešeńı (hodnost matice soustavy i
rozš́ı̌rené matice soustavy je 2). K tomu, abychom našli všechna řešeńı nej-
prve přeṕı̌seme matici na soustavu rovnic:

x1 + 2x2 + 3x3 = 4
− 6x2 − 12x3 = −14

Z druhé rovnice vyjádř́ıme

x2 =
7

3
− 2x3 (◦)

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme

x1 = 4− 2x2 − 3x3.

Dosad́ıme za x2 podle (◦) a dostaneme

x1 = 4− 14

3
+ 4x3 − 3x3 = −2

3
+ x3. (◦◦)
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Všechna řešeńı jsou určena rovnostmi (◦) a (◦◦).
Závěr: Pro pravé strany b2 a b3 soustava nemá řešeńı. Pro pravou stranu b1
má soustava nekonečně mnoho řešeńı ve tvaru−2

3
+ t

7
3
− 2t
t

 , t ∈ R.

Př́ıklad 18. Najděte všechna řešeńı soustavy Ax = b pro následuj́ıćı matici
A a dva vektory pravých stran.

A =


1 1 1 1
2 3 4 5
9 0 7 6
2 0 2 0

 , b1 =


1
6
5
3

 , b2 =


1
7
4
4

 .

Budeme postupovat podobně jako v Př́ıkladu 17, použijeme metodu eli-
minace na

”
dvakrát rozš́ı̌renou“ matici soustavy.

1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7
9 0 7 6 5 4
2 0 2 0 3 4

 ∼


1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
0 −9 −2 −3 −4 −5
0 −2 0 −2 1 2



∼


1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
0 0 16 24 32 40
0 0 4 4 9 12

 ∼


1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
0 0 2 3 4 5
0 0 4 4 9 12



∼


1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
0 0 2 3 4 5
0 0 0 −2 1 2


Nyńı je zřejmé, že A je regulárńı a že soustava má pro každou pravou stranu
právě jedno řešeńı. To najdeme tak, že si matici přeṕı̌seme na soustavu.

Pro b1 máme soustavu:

x1 + x2 + x3 + x4 = 1
x2 + 2x3 + 3x4 = 4

2x3 + 3x4 = 4
− 2x4 = 1.
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Tu řeš́ıme odzadu:

x4 = −1

2
,

x3 = 2− 3

2
x4 = 2 +

3

4
=

11

4
,

x2 = 4− 3x4 − 2x3 = 4 +
3

2
− 11

2
= 0,

x1 = 1− x4 − x3 − x2 = 1 +
1

2
− 11

4
− 0 = −5

4
.

Pro b2 máme soustavu:

x1 + x2 + x3 + x4 = 1
x2 + 2x3 + 3x4 = 5

2x3 + 3x4 = 5
− 2x4 = 2.

I tu řeš́ıme odzadu:

x4 = −1,

x3 =
5

2
− 3

2
x4 =

5

2
+

3

2
= 4,

x2 = 5− 3x4 − 2x3 = 5 + 3− 8 = 0,

x1 = 1− x4 − x3 − x2 = 1 + 1− 4− 0 = −2.

Závěr: Pro pravou stranu b1 je jediné řešeńı


−5

4

0
11
4

−1
2

, pro pravou stranu b2 je

jediné řešeńı


−2
0
4
−1

.
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Jiná možnost řešeńı: V okamžiku, kdy jsme zjistili, že A je regulárńı, mohli
jsme v řádkových úpravách pokračovat dále, až bychom A převedli na jed-
notkovou matici. Pak bychom na mı́stě pravých stran dostali řešeńı. Výpočet
by vypadal např́ıklad takto:

1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5

0 0 2 3 4 5

0 0 0 −2 1 2

 ∼


1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5

0 0 1 3
2

2 5
2

0 0 0 1 −1
2
−1



∼


1 1 1 0 3

2
2

0 1 2 0 11
2

8

0 0 1 0 11
4

4

0 0 0 1 −1
2
−1

 ∼


1 1 0 0 −5

4
−2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 11
4

4

0 0 0 1 −1
2
−1



∼


1 0 0 0 −5

4
−2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 11
4

4

0 0 0 1 −1
2
−1


Vid́ıme, že jsme dostali stejný výsledek.
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Př́ıklad 19. Pro která b má soustav Ax = b řešeńı? Najděte všechna řešeńı
pro uvedený vektor pravých stran.

A =


1 2 2 2
2 2 2 0
1 4 3 4
5 4 1 −8

 , b =


1
1
1
−1

 .

Pro odpověd’ na prvńı otázku použijeme Větu VI.16. Naṕı̌seme si rozš́ı̌renou
matici soustavy pro obecný vektor pravých stran a pomoćı řádkových úprav
převedeme na schodovitou matici.

1 2 2 2 b1
2 2 2 0 b2
1 4 3 4 b3
5 4 1 −8 b4

 ∼


1 2 2 2 b1
0 −2 −2 −4 b2 − 2b1
0 2 1 2 b3 − b1
0 −6 −9 −18 b4 − 5b1



∼


1 2 2 2 b1
0 −2 −2 −4 b2 − 2b1
0 0 −1 −2 b3 + b2 − 3b1
0 0 −3 −6 b4 − 3b2 + b1

 ∼


1 2 2 2 b1
0 −2 −2 −4 b2 − 2b1
0 0 −1 −2 b3 + b2 − 3b1
0 0 0 0 b4 − 3b3 − 6b2 + 10b1


Vid́ıme, že hodnost matice soustavy je 3. Pokud b4 − 3b3 − 6b2 + 10b1 6= 0,
pak hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy je 4, tedy soustava nemá řešeńı. Pokud
b4 − 3b3 − 6b2 + 10b1 = 0, pak hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy je také 3,
tedy soustava má řešeńı.

Z toho dostáváme odpověd’ na prvńı otázku:
Soustava má řešeńı, právě když b4 − 3b3 − 6b2 + 10b1 = 0.

Nyńı se pod́ıvejme na určenou pravou stranu. Uvedenou podmı́nku splňuje,
proto řešeńı existuje. Všechna řešeńı najdeme metodou eliminace. Protože
jsme eliminaci prováděli pro obecnou pravou stranu, nemuśıme ji provádět
znovu od začátku, stač́ı dosadit za b do výsledku:


1 2 2 2 1
0 −2 −2 −4 1− 2 · 1
0 0 −1 −2 1 + 1− 3 · 1
0 0 0 0 −1− 3 · 1− 6 · 1 + 10 · 1

 =


1 2 2 2 1
0 −2 −2 −4 −1
0 0 −1 −2 −1
0 0 0 0 0


Nyńı si matici přeṕı̌sema na soustavu rovnic:
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x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 1
− 2x2 − 2x3 − 4x4 = −1

− x3 − 2x4 = −1.

Tuto soustavu řeš́ıme odzadu:

x3 = 1− 2x4,

x2 =
1

2
− x3 − 2x4 =

1

2
− 1 + 2x4 − 2x4 = −1

2
,

x1 = 1− 2x2 − 2x3 − 2x4 = 1 + 1− 2 + 4x4 − 2x4 = 2x4.

Všechna řešeńı jsou tedy tvaru
2t
−1

2

1− 2t
t

 , t ∈ R.
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