
K odd́ılu VI.4 – soustavy lineárńıch rovnic

Základńı značeńı, formulace úlohy a jej́ı řešeńı:

• Budeme se zabývat soustavami m lineárńıch rovnic o n neznámých.
Obecný tvar takové soustavy je v textech k přednášce označen (S).
Zd̊urazňuji, že počet neznámých (n) a počet rovnic (m) se může lǐsit.
Př́ıpad m = n, tj. kdy počet neznámých je stejný jako počet rovnic, je
d̊uležitý speciálńı př́ıpad, kterému se věnuje mj. Věta VI.15.

• V soustavě (S) jsou předem zadaná č́ısla aij (koeficienty) a bi (pravé
strany). Symboly xj označuj́ı neznámé. Jde tedy o následuj́ıćı úlohu:

Naj́ıt takové hodnoty x1, . . . , xn, aby všech m rovnost́ı ze soustavy (S)
platilo.

• Může se stát, že soustava nemá žádné řešeńı; může se stát, že má právě
jedno řešeńı (tj. existuje právě jedna n-tice x1, . . . , xn, která soustavu
splňuje); může se rovněž stát, že soustava má v́ıce r̊uzných řešeńı.

Dále se nauč́ıme rozlǐsovat mezi těmito možnostmi a také metodu, jak
řešeńı naj́ıt.

• Soustavu (S) můžeme vyjádřit v maticovém tvaru Ax = b, kde A je
matice soustavy (typu m × n), b je vektor pravých stran (sloupcový
vektor délky m) a x je neznámý sloupcový vektor délky n.

Z definice maticového násobeńı plyne, že rovnost Ax = b je ekvivalentńı
m rovnostem soustavy (S).

Výhodou maticového zápisu je, že m rovnic soustavy (S) lze zapsat je-
dinou (maticovou) rovnićı Ax = b a pro analýzu řešeńı můžeme použ́ıt
vlastnosti maticového násobeńı.

Metoda eliminace a rozš́ı̌rená matice soustavy

• Základńı metodu řešeńı soustavy (S) je metoda eliminace. Jej́ı základńı
princip spoč́ıvá v tvrzeńı:

Necht’ A je matice typu m×n a b sloupcový vektor délky m. Předpoklá-
dejme, že aplikaćı nějaké transformace T na matici A vznikne matice A′
a aplikaćı téže transformace na vektor b vznikne vektor b′. Pak soustavy
Ax = b a A′x = b′ maj́ı stejnou množinu řešeńı.
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• Důkaz tohoto tvrzeńı: Stač́ı dokázat, že:

Pro každý sloupcový vektor x délky n plat́ı Ax = b⇔ A′x = b′.

Přitom implikace ⇒ plyne př́ımo z Věty VI.6.

K d̊ukazu implikace⇐ použijme nejprve Větu VI.5(ii). Ta nám dá exis-
tenci transformace T ′ takové, že aplikaćı T ′ na A′ vznikne A a aplikaćı
T ′ na b′ vznikne b. Nyńı stač́ı již použ́ıt Větu VI.6 pro transformaci T ′.

• Použit́ı tohoto tvrzeńı:

Mějme soustavu Ax = b. Matici A umı́me pomoćı nějaké transformace
T převést na schodovitou matici A′. Aplikujeme tutéž transformaci na
vektor pravých stran b a dostaneme vektor b′.

Podle výše uvedeného tvrzeńı v́ıme, že soustava Ax = b má stejnou
množinu řešeńı jako A′x = b′.

Stač́ı tedy vyřešit soustavu A′x = b′. Protože A′ je schodovitá, je na-
lezeńı řešeńı snadné, jak si vysvětĺıme a ilustrujeme později.

• Využit́ı rozš́ı̌rené matice soustavy: Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak tutéž
transformaci provést na A i na b, je pracovat s rozš́ı̌renou matićı sou-
stavy (A|b). Tu uprav́ıme pomoćı nějaké transformace na schodovi-
tou matici (A′|b′). To je také zp̊usob, jak to v konkrétńıch př́ıkladech
děláme.

K Větě VI.15

• Tato věta se týká soustav s čtvercovou matićı, tj. př́ıpadu, kdy počet
neznámých je stejný jako počet rovnic.

• Co věta ř́ıká: Je formulována jako ekvivalence tř́ı tvrzeńı, což je častý
zp̊usob formulace vět. Ale obsahem jsou následuj́ıćı dvě tvrzeńı:

Je-li A regulárńı, pak pro každou pravou stranu b má soustava Ax = b
právě jedno řešeńı. (To je přesně implikace (i)⇒ (ii).)

Neńı-li A regulárńı, pak existuje taková pravá strana b, že soustava
Ax = b nemá řešeńı. (To je implikace non(i) ⇒ non(iii), která je
obměnou implikace (iii)⇒ (i).)

Je tedy jasné, že obě uvedená tvrzeńı z věty plynou. Naopak, pokud
obě tvrzeńı plat́ı, pak z nich plynou implikace (i)⇒ (ii) a (iii)⇒ (i).
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Protože implikace (ii)⇒ (iii) je triviálńı, dostaneme ekvivalenci všech
tř́ı tvrzeńı.

Z těchto úvah plyne, že stač́ı dokázat uvedená dvě tvrzeńı.

• Důkaz implikace (i)⇒ (ii) (tj. prvńıho z uvedených tvrzeńı):

Předpokládejme, že A je regulárńı. Uvažme tedy inverzńı matici A−1.
Vezměme nyńı libovolný vektor b pravých stran (tj. libovolný sloupcový
vektor délky n) a pod́ıvejme se, jak vypadá řešeńı soustavy Ax = b.

Pokud x je řešeńım, tj. Ax = b, pak plat́ı

A−1(Ax) = A−1b.

Protože maticové násobeńı je asociativńı, můžeme levou stranu upravit

A−1(Ax) = (A−1A)x = Ix = x.

To znamená, že x = A−1b. T́ım jsme ukázali, že jedině tento vektor
může být řešeńım.

Naopak, vektor x = A−1b skutečně řešeńım je, protože

A(A−1b) = (AA−1)b = Ib = b.

T́ım je d̊ukaz hotov: Ukázali jsme, že vektor x = A−1b je řešeńım a
zároveň, že každé řešeńı muśı mı́t tento tvar. Tedy existuje právě jedno
řešeńı, a to x = A−1b.

• Důkaz implikace non(i)⇒ non(iii) (tj. druhého z uvedených tvrzeńı):

Předpokládejme, že A neńı regulárńı. Pak h(A) < n (viz Věta VI.7).

Dále, matici A lze nějakou transformaćı T převést na schodovitou ma-
tici S (Věta VI.5(i)).

Plat́ı h(S) = h(A) < n (Věta VI.5(iii)), a tedy matice S má posledńı
řádek nulový.

Necht’ b′ je sloupcový vektor délky n, který má na posledńım mı́stě
č́ıslo 1. (Jaká č́ısla má na ostatńıch mı́stech, neńı podstatné, mohou
být třeba nulová.) Pak soustava Sx = b′ nemá řešeńı. Důvod je ten, že
posledńı řádek matice S je nulový, a tedy, at’ zvoĺıme x jakkoli, posledńı
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prvek součinu Sx bude roven 0, a tak se tento součin nemůže rovnat
b′.

Necht’ T ′ je transformace odpov́ıdaj́ıćı transformaci T podle Věty VI.5(ii).
Pak aplikaćı T ′ na S vznikne A.

Označme b vektor, který vznikne aplikaćı T ′ na b′. Pak soustava Ax = b
má stejnou množinu řešeńı jako soustava Sx = b′ (viz výše vysvětlený
princip eliminace).

Protože soustava Sx = b′ nemá řešeńı, ani soustava Ax = b nemá
řešeńı.

T́ım je d̊ukaz hotov.

• Ještě k významu této věty: Výše jsme si vysvětlili, co tato věta ř́ıká. Z
d̊ukazu plyne ještě jeden aspekt významu:

Pokud A je regulárńı, pak pro každou pravou stranu b existuje právě
jedno řešeńı. Toto řešeńı je nav́ıc dáno vzorcem x = A−1b. Máme tedy
nejen

”
existenci a jednoznačnost řešeńı“, ale i vzoreček pro řešeńı.

K Větě VI.16:

• Na rozd́ıl od Věty VI.15 se tato věta týká obecného př́ıpadu (počet
neznámých a počet rovnic se nemuśı shodovat).

Jej́ım obsahem jsou dvě kritéria řešitelnosti soustavy (S).

• Důkaz ekvivalence (1)⇔ (3):

Matice A je typu m × n, má tedy n sloupc̊u. Označme tyto sloupce
a1,a2, . . . ,an. Každý z nich je sloupcový vektor délky m.

Pokud x =


x1

x2
...
xn

 je sloupcový vektor délky n, pak z definice mati-

cového násobeńı plyne

Ax = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan.

Nyńı je ekvivalence (1)⇔ (3) zřejmá:
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Soustava (S) má řešeńı ⇔ ∃x ∈M(n× 1) : Ax = b
⇔ ∃x1, . . . , xn : x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan ⇔ vektor b lze vyjádřit jako
lineárńı kombinaci vektor̊u a1, . . . ,an (a to jsou sloupce matice A).

• Důkaz ekvivalence (1)⇔ (2):

Úvodńı úvahy: Uvažme rozš́ı̌renou matici soustavy (A|b). Podle Věty
VI.5(i) můžeme tuto matici nějakou transformaćı převést na scho-
dovitou matici (A′|b′).
Podle principu eliminace vysvětleného výše v́ıme, že soustavy Ax =
b a A′x = b′ maj́ı stejnou množinu řešeńı.

Dále, podle Věty VI.5(iii) plat́ı zároveň h(A′|b′) = h(A|b) a h(A′) =
h(A).

Protože (A′|b′) je schodovitá matice, je schodovitá i matice A′,
tedy hodnost každé z těchto matic je rovna počtu nenulových
řádk̊u. Je ovšem jasné, že matice A′ nemůže mı́t v́ıce nenulových
řádk̊u než matice (A′|b′).
Proto máme h(A′) ≤ h(A′|b′), a tedy i h(A) ≤ h(A|b).

Důkaz implikace (1)⇒ (2): Dokážeme obměnu, tj. implikaci non(2)⇒
non(1).

Předpokládejme, že h(A) 6= h(A|b). Podle úvodńıch úvah dostáváme
h(A′) < h(A′|b′). To znamená, že matice A′ má méně nenulových
řádk̊u (a tedy v́ıce nulových řádk̊u) než matice (A′|b′).
Proto existuje takové j, že j-tý řádek matice A′ je nulový, ale j-
tý řádek matice (A′|b′) neńı nulový, tedy vektor b′ má na j-tém
mı́stě nenulové č́ıslo.

To ovšem znamená, že soustava A′x = b′ nemá řešeńı. Důvod je
ten, že v j-tém řádku součinu A′x je součin j-tého řádku matice
A′ a x. To je ovšem nula, a tedy se součin A′x nemůže rovnat b′.

Tedy ani soustava Ax = b nemá řešeńı.

Důkaz implikace (2)⇒ (1): Předpokládejme, že h(A) = h(A|b). Pak
h(A′) = h(A′|b′), a tedy matice A′ a (A′|b′) maj́ı stejný počet ne-
nulových řádk̊u. Ukážeme, že soustava A′x = b′ má řešeńı. T́ım
budeme hotovi.

Použijeme podobné značeńı a př́ıstup, jaký jsme použili v odd́ılu
VI.2, když jsme zd̊uvodňovali, že nenulové řádky ve schodovité
matici jsou lineárně nezávislé.
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Označme p = h(A′)(= h(A′|b′)). To znamená, že prvńıch p řádk̊u
v matici A′ je nenulových a všechny daľśı řádky jsou nulové (a to
i v matici (A′|b′)).
Pro j = 1, . . . , p necht’ kj je pořad́ı sloupce, v němž je prvńı ne-
nulový prvek v j-tém řádku matice A′. Protože tato matice je
schodovitá, plat́ı

1 ≤ k1 < k2 < · · · < kp ≤ n.

Nyńı najdeme řešeńı
”
odzadu“:

p-tá rovnice má tvar

a′p,kpxkp + · · ·+ a′p,nxn = b′p.

(Pokud kp = n, pak má tvar a′p,kpxkp = b′p, neboli a′p,nxn = b′p.)

Zvoĺıme xkp =
b′p

a′p,kp
a xi = 0 pro i > kp. To je možné, protože

a′p,kp 6= 0. Při této volbě bude p-tá rovnice splněna.

Dále se pod́ıváme na (p− 1)-tou rovnici. Ta má tvar

a′p−1,kp−1
xkp−1 + · · ·+ a′p−1,kpxkp + · · ·+ a′p−1,nxn = b′p−1.

Dosad́ıme již dř́ıve určené hodnoty neznámých xi pro i ≥ kp a
zvoĺıme xi = 0 pro kp−1 < i < kp. T́ım rovnice přejde na tvar

a′p−1,kp−1
xkp−1 + a′p−1,kpxkp = b′p−1,

kde hodnotu xkp již známe. Protože a′p−1,kp−1
6= 0, snadno z této

rovnice vyjádř́ıme xkp−1 .

A tak pokračujeme dále až k prvńı rovnici a najdeme n-tici x1, . . . , xn,
která je řešeńım soustavy.

Postup lze shrnout takto: Za neznámé xi, kde i neńı jedna z hodnot
k1, . . . , kp, zvoĺıme hodnotu 0. Při této volbě z rovnic postupně
vyjádř́ıme (jednoznačně) xkp , xkp−1 , . . . , xk1 , přitom postupujeme
odzadu – od p-té rovnice k prvńı.

Ilustrace d̊ukazu implikace (2)⇒ (1) na př́ıkladu: Necht’

(A′|b′) =


1 2 0 3 1 7 1
0 0 3 1 0 1 0
0 0 0 0 0 5 2
0 0 0 0 0 0 0
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Hodnost matice soustavy i rozš́ı̌rené matice soustavy je 3. Této
matici odpov́ıdá soustava

x1 + 2x2 + 3x4 + x5 + 7x6 = 1
3x3 + x4 + x6 = 0

5x6 = 2

Ze třet́ı rovnice dostaneme x6 = 2
5
.

Pro řešeńı druhé zvoĺıme x4 = x5 = 0 a dosad́ıme již určenou
hodnotu x6. Dostaneme rovnici

3x3 +
2

5
= 0,

odkud spočteme x3 = − 2
15

.

Pro řešeńı prvńı rovnice dosad́ıme již určené hodnoty a zvoĺıme
x2 = 0. Dostaneme rovnici

x1 +
14

5
= 1,

odkud spočteme x1 = −9
5
.

Jedno z řešeńı je tedy

x =


−9

5

0
− 2

15

0
0
2
5

 .

Poznámka k d̊ukazu implikace (2)⇒ (1): Uvedený postup ukazuje,
jak lze nalézt jedno řešeńı soustavy. Nalezeńı všech řešeńı sou-
stavy je o něco složitěǰśı, př́ıslušná metoda je mı́rnou modifikaćı
popsaného postupu. O tom v́ıce na jiném mı́stě.

• Jaký je význam této věty:

Ekvivalence (1) ⇔ (3) je snadným d̊usledkem definic, jak je patrné
z jej́ıho d̊ukazu. Pro praktické poč́ıtáńı použitelná neńı, jej́ı význam
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je sṕı̌se teoretický, umožňuje lepš́ı pochopeńı toho, co znamená řešeńı
soustavy (S).

Ekvivalence (1) ⇔ (2) naproti tomu formuluje to, s č́ım se při prak-
tickém poč́ıtáńı setkáváme. Pokud soustavu řeš́ıme metodou eliminace,
po převedeńı na schodovitou matici je již zřejmé, zda řešeńı existuje
nebo neexistuje.

• Jiná možnost d̊ukazu: Viděli jsme, že ekvivalence (1)⇔ (3) je snadným
d̊usledkem definic. Lze si rozmyslet, že ekvivalence (2)⇔ (3) je nepř́ılǐs
obt́ıžným d̊usledkem definic a toho, že hodnost matice a matice trans-
ponované (neboli řádková a sloupcová hodnost matice) se rovnaj́ı. Tak
by bylo možné větu také dokázat. Nevýhodou je, že tento postup je
abstraktněǰśı a nedává žádný návod, jak nějaké řešeńı naj́ıt.

Cvičeńı: Ukažte, že rozš́ıřená matice soustavy sice m̊uže mı́t věťśı hodnost
než matice soustavy, ale nejv́ıce o 1.

K Větě VI.17 a jej́ımu d̊usledku:

• Tato věta se zabývá pouze speciálńım př́ıpadem: Je-li počet rovnic a
počet neznámých stejný a nav́ıc matice soustavy je regulárńı, pak dává
alternativńı vzoreček pro řešeńı.

• Důkaz Věty VI.17:

Necht’ Ax = b. Označme a1, . . . ,an sloupce matice A. Z definice mati-
cového násobeńı plyne

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = b

(viz d̊ukaz ekvivalence (1)⇔ (3) Věty VI.16).

Ukážeme, jak z toho vztahu vyjádř́ıme x1, . . . , xn. Nejprve to uděláme
pro x1 a pak vysvětĺıme, že ostatńı př́ıpady jsou analogické.

Z uvedené rovnosti plyne, že

x1a1 − b + x2a2 + · · ·+ xnan = o.

To lze přepsat jako

1 · (x1a1 − b) + x2 · a2 + · · ·+ xn · an = o.
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Máme tedy lineárńı kombinaci vektor̊u

x1a1 − b,a2, . . . ,an, (∗)

která je rovna nulovému vektoru. Tato lineárńı kombinace je netriviálńı,
protože koeficient u x1a1 − b je nenulový (je totiž roven 1). Proto jsou
tyto vektory lineárně závislé.

Vezměme si nyńı matici C, jej́ıž sloupce jsou právě vektory (∗). Pak
C je čtvercová matice řádu n, jej́ıž sloupce jsou lineárně závislé. Proto
neńı regulárńı.

(Použ́ıváme, Větu VI.7 a fakt, že řádková i sloupcová hodnost se sho-
duj́ı. Lze postupovat i jinak, bez použit́ı tohoto faktu: Matice C má
lineárně závislé sloupce, tedy matice CT má lineárně závislé řádky.
Proto h(CT ) < n. Tud́ıž, podle Věty VI.7 matice CT neńı regulárńı.
Proto podle Věty VI.4(b) ani C neńı regulárńı.)

Z Věty VI.11 je tedy detC = 0.

Připomeňme, že

C = (x1a1 − b a2 . . . an),

kde jsou vyznačeny sloupce matice. Podle sloupcové varianty Lemmatu
VI.9 dostaneme

0 = detC = det(x1a1 a2 . . . an) + det(−b a2 . . . an).

Aplikaćı sloupcové varianty Věty VI.10(ii) dostaneme

0 = x1 det(a1 a2 . . . an)− det(b a2 . . . an),

tedy

x1 =
det(b a2 . . . an)

det(a1 a2 . . . an)
,

což je přesně vzorec pro x1 ze zněńı věty.

Vzorce pro ostatńı neznámé se odvod́ı podobně:

Necht’ j ∈ {1, . . . , n} je libovolné. Pak

x1 ·a1 + · · ·+xj−1 ·aj−1 + 1 · (xjaj−b) +xj+1 ·aj+1 + · · ·+xn ·an = o,
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tedy vektory
a1, . . . ,aj−1, xjaj − b,aj+1, . . . ,an

jsou lineárně závislé, a proto

det(a1 . . . aj−1 xjaj − b aj+1 . . . an) = 0.

S použit́ım sloupcových variant Lemmatu VI.9 a Věty VI.10(ii) analo-
gicky jako výše dostaneme

xj =
det(a1 . . . aj−1 b aj+1 . . . an)

det(a1 . . . aj−1 aj aj+1 . . . an)
,

což je přesně vzorec pro xj ze zněńı věty.

• Význam Věty VI.17: Jak už bylo řečeno výše, př́ınosem této věty je
daľśı explicitńı vzoreček pro řešeńı.

Tento vzoreček však neńı př́ılǐs vhodný pro praktické poč́ıtáńı (pro
n = 2 je velmi jednoduchý, ale pro vyšš́ı n neńı jeho použit́ı efektivńı).

Význam je sṕı̌se teoretický – je d̊uležité, že takovýto vzoreček existuje a
plyne z něho např́ıklad d̊usledek Věty VI.17 o tom, že

”
řešeńı soustavy s

danou regulárńı matićı spojitě záviśı na vektoru pravých stran“. Tento
d̊usledek plyne z Věty VI.17 a poznámky z odd́ılu VI.4 o spojitosti
determinantu jako funkce n2 proměnných.

• Daľśı aplikaćı Věty VI.17 je vzorec pro výpočet inverzńı matice:

Je-li A regulárńı matice, pak inverzńı matice A−1 splňuje AA−1 = I.
Tedy

A · (j-tý sloupec A−1) = (j-tý sloupec I).
Přitom j-tý sloupec I je vektor ej, který má na j-tém mı́stě č́ıslo 1 a
jinde má nuly.

Proto j-tý sloupec matice A−1 je řešeńım soustavy

Ax = ej,

tedy matice A−1 má (podle Věty VI.17) na mı́stě ij prvek

det(a1 . . . ai−1 ej ai+1 . . . an)

det(a1 . . . ai−1 ai ai+1 . . . an)
=

(−1)i+j detAji

detA
,

kde rovnost plyne z rozvoje determinantu podle i-tého sloupce (Věta
VI.14).
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