
Absolutní hodnota a její význam

1. Neh» x, y, c ∈ R, pøièem¾ c > 0. Pak |x− y| < c, právì kdy¾ x ∈ (y − c, y + c).

2. Vyjádøete analogiky vztahy |x− y| ≤ c, |x− y| > c, |x− y| ≥ c.

3. Vyjádøete jednodu¹e mno¾inu {x ∈ R : ||||x| − 1| − 2| − 3| < 1}.

Dùkazy metodou matematiké induke

4. Pro ka¾dé n ∈ N platí

∑n
k=1

k2 = 1

6

n(n+ 1)(2n+ 1).

5. Pro ka¾dé n ∈ N \ {3} platí n2 ≤ 2

n
.

6. Neh» n, k ∈ N. Pak existují q, r ∈ N ∪ {0}, pro která platí r < k a n = qk + r. (Dìlení se

zbytkem)

7. Neh» n ∈ N a a
1

, . . . , an jsou nezáporná èísla. Pak platí

n
√
a
1

· · ·an ≤ a
1

+ · · ·+ an

n
,

pøièem¾ rovnost nastává jen v pøípadì, ¾e jsou v¹ehna èísla a
1

, . . . , an stejná. (Nerovnost mezi

aritmetikým a geometrikým prùmìrem, AG nerovnost)

Výroky, výrokové spojky, kvantifikátory a jejih pou¾ití

8. Vyjádøete jednodu¹e mno¾inu {a ∈ R : (∀x ∈ R)(|x− 2| ≤ 1 ⇒ x2 − ax > 5)}.
9. Uva¾me následujíí výroky:

(i) (∀x ∈ M)(∃y ∈ M)(∃z ∈ M)(x = y + z)

(ii) (∃y ∈ M)(∀x ∈ M)(∃z ∈ M)(x = y + z)

(iii) (∃y ∈ M)(∃z ∈ M)(∀x ∈ M)(x = y + z)

Které z nih jsou pravdivé a které nepravdivé, je-li

a) M = N, b) M = N ∪ {0}, ) M = (0, 1), d) M = {0}?
10. Jsou pravdivé následujíí výroky?

a) (∀a ∈ R)(∃ε > 0)(∃α ∈ R)(∀x ∈ R)(x ∈ (a, a+ ε) ⇔ |x− α| < 1)

b) (∃a ∈ R)(∀ε > 0)(∀α ∈ R)(∃x ∈ R)(x ∈ (a, a+ ε) ⇔ |x− α| < 1)

Napi¹te negae tìhto výrokù.

11. Vyjádøete o nejjednodu¹¹eji vztah mezi èísly a, b ∈ R urèený formulí:

a) (∀c > 0)(∀x ∈ R)(|a− x| < c ⇒ |b− x| < c),

b) (∀c > 0)(∀x ∈ R)(a− x < c ⇒ |b− x| < c),

) (∀c > 0)(∀x ∈ R)(|a− x| < c ⇒ b− x < c),

d) (∀c > 0)(∀x ∈ R)(a− x < c ⇒ b− x < c),

e) (∀x ∈ R)(∃u > 0)(∀c ∈ (0, u))(|a− x| < c ⇒ |b− x| < u).



Infimum a supremum

12. Neh» A ⊂ R je neprázdná mno¾ina. Pøedpokládejme, ¾e má nejmen¹í prvek (tj. minimum,

znaèíme minA). Uka¾te, ¾e inf A = minA.

Analogiké tvrzení zformulujte a doka¾te pro nejvìt¹í prvek (tj. maximum, maxA).

13. Naleznìte suprema a in�ma (pøípadnì maxima a minima) následujííh mno¾in (pokud exis-

tují):

a) A = 〈0, 1), b) B = {x ∈ Q : x > 0}, ) C = {1,−5, 7,−3, 50},
d) D = (−1, 0) ∪ { 1

n : n ∈ N}, e) E = (1, 2) ∪ { 1

n : n ∈ N}.
14. Neh» A,B ⊂ R jsou neprázdné omezené mno¾iny. Oznaème s = inf A, S = supA, t = inf B,

T = supB.

(a) Vyjádøete inf(A ∪B) a sup(A ∪B) pomoí hodnot s, S, t, T .

(b) Lze nìo øíi o inf(A ∩B) a sup(A ∩B)?

(Uva¾te pøípad, kdy A = (−1, 1) a B = {−1, 1} nebo B = {−1, 0, 1} nebo B = {−1, 0, 1
2

}.)

Limita posloupnosti

15. Spoètìte následujíí limity posloupností:

(a) lim

n→∞
1

n3
, (b) lim

n→∞
2+

1

n
− 7

n5

7− 3

n2

, () lim

n→∞
n+7

5n+3

, (d) lim

n→∞
(n+1)(2n+7)

n2+5n+15

,

(e) lim

n→∞
(

√
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√
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n→∞
(

√
n2

+ 5n− 1−
√
n2
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n→∞
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√
n3+1−n
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(h) lim

n→∞
[

√
n℄√
n
, (i) lim

n→∞
n
√
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n
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n
.

16. Neh» {an} je posloupnost kladnýh èísel splòujíí lim

n→∞
an+1

an

< 1 nebo lim

n→∞
n
√
an < 1. Pak

lim

n→∞
an = 0.

17. Pomoí uvedeného tvrzení spoètìte limity:

(a) lim

n→∞
n
2

n , (b) lim

n→∞
10

n

n!
, () lim

n→∞
n5+2

n
+17

n

n!+n+3

n .

18. Pomoí vìty o limitì monotónní posloupnosti spoètìte limity:

(a) lim

n→∞
zn, z ∈ 〈0,∞),

(b) lim

n→∞
an, kde a

1

= 0 a an+1

=

1+an

k
(kde k > 1 je parametr),

() lim

n→∞
an, kde a

1

= 0 a an+1

=

1−an

2

.

Je¹tì limita posloupnosti

19. Neh» {an} je posloupnost nezápornýh reálnýh èísel, a ≥ 0 a p ∈ N. Pak platí:

(a) an → a ⇔ apn → ap ⇔ p
√
an → p

√
a.

(b) an → +∞ ⇔ apn → +∞ ⇔ p

√
an → +∞.

20. Nìkteré pøíklady ze zkou¹kovýh písemek z minulýh let:

(a) lim

n→∞

(2 +
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n
)
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n
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(d) lim

n→∞
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√
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2 n√
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(e) lim

n→∞
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Reálné funke reálné promìnné

21. Neh» f, g jsou funke spojité v bodì a ∈ R. Pak i funke max{f, g} a min{f, g} jsou spojité

v bodì a.

Funke max{f, g} je de�nována takto:

max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)}, x ∈ Df ∩Dg.

Stejné tvrzení platí i pro spojitost zleva a zprava.

22. Urèete ve kterýh bodeh jsou spojité (pøípadnì zleva, zprava) funke:

(a) f(x) = max{x, x2} (b) f(x) = min{x, sgnx}

Limita funke

23. Spoètìte následujíí limity:

(a) lim

x→5

x2 + x

x3 + 1

, (b) lim

x→1

x2 − 1

x2 − x
, () lim

x→0

3

√
1 + x− 1

x
, (d) lim

x→−∞
x · (

√
1 + x2 + x),

(e) lim

x→+∞
2x+

√
x2 + 1

x
, (f) lim

x→−∞
2x+

√
x2 + 1

x
, (g) lim

x→ π

3

2 os

2 x + 3 osx− 2

2 os

2 x− 5 osx+ 2

,

(h) lim

x→0

1− osx

x2
, (i) lim

x→0

tgx

x
, (j) lim

x→π

2

(x− π
2

) · tgx, (k) lim

x→0

sin(sin(sinx))

os(

π
2

osx)
· xk

, k ∈ Z,

(l) lim

x→1

log(x2)

x3 − 1

, (m) lim

x→+∞
x2 · log x2 + 1

x2 + 5

, (n) lim

x→+∞
log(x3 + 15)

log(x15 + 3)

, (o) lim

x→0
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x − 2

x

x
,

(p) lim
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)
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)

1/x

.

Poèítání limit { nìkteré pøíklady z minulýh písemek

24. (a) lim

x→0

√
ex
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x log osx , (b) lim

x→ π

2

log sinx · tg2 x, () lim
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(d) lim
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1+sinx , (e) lim
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x
,
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n→∞
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Spojitost a derivae funkí

25. Pro následujíí funke vy¹etøete spojitost a spoètìte derivai, vèetnì jednostrannýh:

(a) (x8 + x6 − 1)

157

, (b) sin(x3 os(logx)), ()

ex
5

os(x+7)

log(x4+1)

,

(d) xx
(jak funki de�novat v nule?), (e) xxx

, (f) arsin(sinx), (g) arsin

4x
x2+4

,

(h) max{x2, x3 + sgnx}, (i) (x+ 2)

2

√

|x2 − 4|, (j)

√

esin
2 x − 1, (k) min{x2, 3

√
x},

(l) arsinmin{1, 1

x}, (m) osx · [sinx℄, (n)

3

√

2−√
x.

Prùbìh funke

26. Vy¹etøete prùbìhy následujííh funkí:

(a) log

(

x+

1

x

)

, (b)

5
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3x5 + 5x3, ()
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√
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√
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,

(f)
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√
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, (i)
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.


