I1.4 Reprezentace dualu klasickych prostoru

Véta 19 (Riesz-Fisherova o dudlu Hilbertova prostoru).  Necht H je Hilbertiv prostor.
Pro y € H definujme zobrazeni

fy(z) =(z,y), z€H.

Pak zobrazeni I : y — f, je sdruZené linearni izometrie H na H*.

Dusledek 20.
(a) Je-li H Hilbertuv prostor, pak H* je také Hilbertiiv prostor.
(b) Kazdy Hilbertiiv prostor je reflexivni.

Poznamka: Necht H je Hilbertav prostor a [ : H — H* je sdruZené linearni izometrie
dana Vétou 19. Pro A C H necht B; je ortogonalni doplnék A v H (tj. By = At dle
definice ze sekce 1.5) a By = AL ve smyslu definice ze sekce 11.2. Pak By = I(B).
Véta 21 (dudly k /P(T") a ¢o(I")). Necht T" je neprazdna mnozina.

(a) Necht p,q € (1,00) spliuji % + é = 1. Pro g € ¢9(I") definujme zobrazeni ®,

Oo(f) = f(Mg(r), fer@).

vel

Pak ® : g — ®, je linedrni izometrie (4(I') na (¢7(I"))*.

(b) Pro g € ¢>°(T') definujme zobrazeni ®, : ¢*(T') — F stejnym vzorcem jako v (a).
Pak ® je linearni izometrie £>°(T') na (£*(T'))*.

(c) Pro g € ¢}(T') definujme zobrazeni ®, : co(I') — F stejnym vzorcem jako v (a).
Pak ® je linearni izometrie £*(T') na (co(T'))*.

Dausledek 22. Je-li p € (1,00), pak prostor ¢P(I") je reflexivni pro kazdou mnozinu T'.
Je-1i T nekonecna, pak prostory cy(T'), £1(T') a £>°(T") nejsou reflexivni.

Véta 23 (duély k prostorim LP).  Necht (2, %, i) je prostor s (nezapornou o-aditivni)
mirou.

(a) Necht p,q € (1,00) spliuji % + % = 1. Pro g € L%(u) definujme zobrazeni ®,
vzorcem

B,(f)= [ fadn fE L),
Q
Pak ® : g — ®, je linearni izometrie L9(p) na (LP(u))*.
(b) Je-li p o-konecna, pak stejnym zpiisobem definované zobrazeni ® je linearni izo-

metrie L>(u) na (L' (p))*.

Dusledek 24. Je-li p € (1,00), pak prostor LP(u) je reflexivni pro kazdou miru p.



Véta 25 (Rieszova o reprezentaci nezapornych funkcionalt na C(K)). Necht K je
kompaktni metricky (nebo obecnéji Hausdorfliiv kompaktni topologicky) prostor a necht
¢ : C(K,F) — F je linearni funkcional takovy, ze pro kazdou nezapornou f € C(K,T)
je o(f) > 0. Pak ¢ je spojity, ||¢|| = ¢(1) (kde 1 je funkce konstantné rovna 1). Na-
vic existuje pravé jedna nezapornd regularni borelovska mira p na K (tj. nezaporna
mira definovana na o-algebie borelovskych podmnozin K, ktera pro kazdou borelovskou
mnozinu B C K splnuje

w(B) = inf{u(U); U D B oteviena} = sup{u(F); F C B uzaviena}),
pro kterou plati
e(f) :/deu, f € C(K,F).
Znaceni: Necht f: K — T je spojita funkce. Jejim nosi¢em rozumime mnozinu
spt [ = {z € K; f(x) # 0}.

Poznamka: Miru p z predchozi véty lze definovat nasledovné:

p(U) =sup{e(f); f : K — [0,1] spojita,spt f C U} pro U C K otevienou,
u(B) =inf{u(U); B C U C K,U oteviend} pro B C K borelovskou.

Je ovSem treba dokazat, Ze p je mira a ma pozadované vlastnosti.

Lemma 26 (nékteré vlastnosti kompaktnich prostorti). Necht K je kompaktni met-
ricky (nebo obecnéji Hausdorftiiv kompaktni topologicky) prostor. Pak plati néasledujici
tvrzeni:

(a) (Normalita kompaktnich prostort) Necht F' C K je uzaviena a U C K oteviena
mnozina a plati F' C U. Pak existuje V C K otevfena, ktera spliuje F' C V C
VcUuU.

(b) (Urysohnovo lemma) Necht F' C K je uzaviena a U C K oteviend mnozina a
plati F' C U. Pak existuje spojita funkce f : K — [0,1] takova, ze flp = 1 a
sptf CU.

(¢) (Rozklad jednotky) Necht Uy, ...,U, jsou oteviené podmnoziny K takové, ze
UyU---UU, = K. Pak existuji nezaporné spojité funkce f1,..., f, na K takové,
ze Y 5 1 fj=1aprokazdéic {1,...,n} platispt f; C U;.

Véta 27 (Rieszova véta o reprezentaci dudlu k C(K)). Necht K je kompaktni me-

tricky (nebo obecnéji Hausdorffiiv kompaktni topologicky) prostor. Pro kazdou miru
p € M(K,F) definujme zobrazeni ®,, : C(K,F) — F vzorcem

<1>M<f>=/deu, f € C(K,F).

Pak zobrazeni ji — ®,, je linearni izometrie M(K,F) na (C(K,F))*.



