
I. Normy lineárníh funkionálù a operátorù

1. Neh» c
00

oznaèuje vektorový prostor v¹eh èíselnýh posloupností, které jsou od jistého indexu

konstantnì nulové. Neh» α ∈ R De�nujme na c
00

lineární funkionál ϕα pøedpisem

ϕα((xn)) =

∞∑

n=1

nαxn.

Pro které hodnoty α ∈ R a p ∈ [1,∞℄ je funkionál ϕα spojitý na (c
00

, ‖ · ‖p)?
2. Uka¾te, ¾e ϕ : X → F je spojitý lineární funkionál, spoètìte jeho normu a najdìte mno¾inu

v¹eh bodù na sféøe prostoru X , v nih¾ ϕ své normy nabývá (a rozhodnìte, zda je neprázdná),

jestli¾e

a) X = ℓ1, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

xn; b) X = ℓ1, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

x
2n;

) X = ℓ1, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

(−1)

nxn; d) X = ℓ1, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

1

nxn;

e) X = ℓ1, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

(1− 1

n )x2n; f) X = c
0

, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

1

n2xn;

g) X = ℓ∞, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

1

n2xn; h) X = ℓ2, ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

1

nxn;

i) X = ℓp (kde p ∈ (1,∞)), ϕ((xn)) =
∑

∞

n=1

1

nxn; j) X = C([0, 1℄), ϕ(f) = f(0);

k)X = C([0, 1℄), ϕ(f) = f(0)−f(1); l)X = C([0, 1℄), ϕ(f) =
∫
1

0

f ; m)X = C([0, 1℄), ϕ(f) =
∫
1/2

0

f ;

n) X = C([0, 1℄), ϕ(f) =
∫
1

0

tf(t) dt; o) X = C([0, 1℄), ϕ(f) =
∫
1

0

(t− 1

2

)f(t) dt;

p) X = L∞
([0, 1℄), ϕ(f) =

∫
1/2

0

f ; q) X = L∞
([0, 1℄), ϕ(f) =

∫
1

0

tf(t) dt;

r) X = L∞
([0, 1℄), ϕ(f) =

∫
1

0

(t− 1

2

)f(t) dt; s) X = L1

([0, 1℄), ϕ(f) =
∫
1/2

0

f ;

t) X = L1

([0, 1℄), ϕ(f) =
∫
1

0

tf(t) dt; u) X = L1

([0, 1℄), ϕ(f) =
∫
1

0

(t− 1

2

)f(t) dt.

3. Uka¾te, ¾e T : X → Y je spojitý lineární operátor, spoètìte jeho normu a najdìte mno¾inu

v¹eh bodù x ∈ SX , v nih¾ ‖Tx‖ = ‖T‖ (a rozhodnìte, zda je neprázdná), jestli¾e

a) X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (0, x
1

, x
2

, . . . ); b) X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (x
2

, x
3

, x
4

, . . . );

) X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (x
1

,−x
2

, x
3

,−x
4

, . . . );

d)X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (x
1

−x
2

, x
2

−2x
1

, x
3

, x
4

, . . . ); e)X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (0, x
2

, 0, x
4

, . . . );

f) X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (

xn

n
)

∞

n=1

; g) X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (

n+1

n
xn)

∞

n=1

;

h) X = Y = ℓ2, T ((xn)) = (

n
n+1

xn)
∞

n=1

; i) X = ℓ1, Y = ℓ∞, T ((xn)) = (x
1

+ · · ·+ xn)
∞

n=1

;

j) X = ℓ1, Y = ℓ∞, T ((xn)) = (

∑
∞

k=n xk)
∞

n=1

; k) X = Y = C([0, 1℄), T (f) = f + f(1)− f(0);

l) X = Y = C([0, r℄), kde r > 0, T (f)(t) =
∫ t

0

f ; m) X = Y = C([0, r℄), kde r > 0, T (f)(t) = tf(t);

n) X = Y = C([0, 1℄), T (f)(t) = (t− 1

2

)f(t); o) X = Y = C([0, 1℄), T (f)(t) = f(1− t);

p) X = Y = C([0, 1℄), T (f)(t) = f(t2); q) X = Y = C([−1, 1℄), T (f)(t) = f(t2);

r) X = C([0, r℄) a Y = C1([0, r℄), kde r > 0, T (f)(t) =
∫ t

0

f ;

s) X = C1([0, r℄) a Y = C([0, r℄), kde r > 0, T (f) = f ′
;

t) X = C1([0, 1℄) a Y = C([0, 1℄), T (f) = f ′ − f ;

u) X = C2([0, 1℄) a Y = C([0, 1℄), T (f) = f ′′
+ f ;

v) X = Y = Lp
([0, 1℄), kde p ∈ [1,∞℄, T (f)(t) = f(

√
t);

w) X = Y = Lp
([0, 1℄), kde p ∈ [1,∞℄, T (f)(t) = tf(t);

x) X = Y = Lp
([0, 1℄), kde p ∈ [1,∞℄, T (f)(t) = (t− 1

2

)f(t);

y) X = Y = Lp
([0, 1℄), kde p ∈ [1,∞℄, T (f) = χ

[0, 1
2

℄

· f ;
z) X = Y = Lp

([0, 1℄), kde p ∈ [1,∞℄, T (f) = (χ
[0, 1

2

℄

− χ
(

1

2

,1℄) · f .
4. Pro operátory T z pøedhozího pøíkladu zodpovìzte následujíí otázky:

(i) Je operátor T prostý? Pokud ne, zjistìte jeho jádro.

(ii) Je operátor T na?

(iii) Je operátor T izometrie, pøípadnì izomor�smus?

(iv) Je-li T izometrie nebo izomor�smus, popi¹te jeho obor hodnot.

(v) Je-li operátor T izomor�smus, spoètìte normu inverzního operátoru.


