UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2015/2016

PRIKLADY KE KAPITOLE II

K oppiLu II.1 — SUBLINEARNI FUNKCIONALY, PSEUDONORMY, HAHN-BANACHOVA
VETA
Piiklad 1. Necht X je redlny vektorovy prostor.

(1) Necht fi,..., f, jsou linedrni funkciondly na X. Ukazte, ze max{fi,..., fn} je
sublinearni funkciondl na X.
(2) Necht p je sublinedrni funkciondl na X. Ukazte, Ze pro kazdé x € X plati

p(z) = max{f(z); f je linedrni funkcional na X, f < p}.
Navod: (2) PouZijte algebraickou Hahn-Banachovu vétu, tj. Veétu I1.1 z predndsky.

Piiklad 2. Necht X je vektorovy prostor nad F.

(1) Necht fi,..., f, jsou linedrn{ funkcionaly na X. Ukazte, ze max{|fi|,...,|fa|} je
pseudonorma na X.
(2) Necht p je pseudonorma na X. Ukazte, ze pro kazdé x € X plati

p(z) = max{|f(z)|; f je linedrni funkciondl na X, |f| < p}.
Navod: (2) PouZijte Dusledek I1.4 z predndsky.

Piiklad 3. Necht X je normovany linedrni prostor a A C X* je omezend mnozina.
(1) Ukazte, ze
pa(z) =sup{Re f(z); f € A}, x€ X,
je spojity sublinedrni funkcional na X.
(2) Ukazte, ze
qa(z) = sup{|f(z)|; f € A}, zeX,
je spojita pseudonorma na X.
(3) Necht 0 je vnitinim bodem mnoziny A. Ukazte, Ze q4 je ekvivalentni norma na X.

Navod: (1,2) Spojitost ukazte tak, Ze ukaZete lipschitzovskost.

Piiklad 4. Necht X je normovany linearni prostor a U oteviend konvexni mnoZina ob-
sahujici 0. Ukazte, Ze existuje pravé jeden sublinearni funkcional p na X, pro ktery plati
U= {x e X;p(x) < 1}. Ukazte, ze p je spojity.

Navod: Uvazte p(x) = inf{t > 0;7 € U}.

Priklad 5. Dokazte Vétu I1.5 z prednasky (tj. Hahn-Banachovu vétu o rozsifovani spo-
jitych linedrnich funkcionalu) pro redlné separabilni normované prostory bez pouziti Zor-
nova lemmatu.

Navod: PouZijte existenci spocetné husté mnoziny, Lemma I1.2 a Vétu 1.15.



Piiklad 6. Dokazte Vétu I1.5 z prednasky pro komplexni separabilni normované prostory
bez pouziti Zornova lemmatu.

Navod: Pouzijte predchozi priklad na redlnou édst funkciondlu a Tvrzeni 1.47(d) z predndsky.

Piiklad 7. Necht X je normovany linearni prostor, Y jeho podprostor a T : Y — ¢°(T)
spojity linedrni operator. Ukazte, ze existuje linedrni operdtor 7' : X — (>(I"), ktery
=Tl

rozsituje 1" a pro néz plati HT‘
Navod: PouZijte Hahn-Banachovu vétu na funkciondly x — Tx(y) pro kazdé v € T.
Piiklad 8. Necht X je normovany linearni prostor, Y jeho podprostor a Z normovany

prostor koneéné dimenze. Ukazte, ze kazdy operator T' € L(Y, Z) lze rozsitit na operdtor
TeL(X, Z).

Navod: PouZijte predchozi priklad a ekvivalenci norem na prostorech koneéné dimenze.

Piiklad 9. Necht X je normovany linedrni prostor nad F a p je spojity sublinedrni
funkciondl na X. Necht f je linearni funkcionél na X spliujici Re f < p. Ukazte, ze f je

Spojity.
Navod: UkaZte, Ze Re f je omezend na Bx. Odtud odvod’te, Ze Re f je spojity, a tedy i f je
spojity (napriklad s vyuZitim Tvrzeni 1.47).
Piiklad 10. Ukazte, ze na prostoru ¢*°(N,R) existuje Banachova limita, tj. spojity
linearni funkcional L s vlastnostmi:
e L((z,)) = lim z,, pokud limita existuje.
n—o0
e Pokud z,, <y, pro vSechna n, pak L((x,)) < L((yn))-
o L(x1,x9,23,...) = L(xg,x3,24,...) pro kazdé (x,) € £>°.
Navod: Pouzijte Vétu I1.1 z predndsky na funkciondl (zy,) — lm x, na c (tj. na podprostoru
n—oo

tvoreném konvergentnimi posloupnostmi) a sublinedrni funkciondl p((x,)) = limsup £ (214 -+
n—o0

Priklad 11. Ukazte, ze Banachova limita z predchoziho piikladu nemuze splinovat L((x,y,)) =
L(z,)L(y,) pro kazdou dvojici (x,,), (y,) € £*°.

Navod: Ukazte, Ze nutné L(1,0,1,0,...) = %

Piiklad 12. Nechf H je Hilberttv prostor a Y C H jeho podprostor. Ukaite, Ze pro
kazdy funkciondl f € Y™ existuje pravé jeden funkcional g € H* stejné normy, ktery
rozsituje f.

Navod: Ukazte, Ze nutné g =0 na Y.

Piiklad 13. Najdéte podprostor Y C ¢! a f € Y*, pro ktery existuji dvé riznd rozsiren{
na ¢!, kterd maji stejnou normu.

Priklad 14. Nechf X je normovany linedrn{ prostor a A C X. Ukaite, ze (A1) | = span A.
Navod: Pouzijte Dusledek 11.9 z prednadsky.
Priklad 15. Necht X je normovany linedrni prostor.

(1) Ukazte, ze, je-li X* separabilni, je i X separabilni.
(2) Necht X je separabilni. Musi byt i X* separabilni?



Navod: (1) Necht {fn;n € N} je hustd v X* a neobsahuje nulu. Pro kazdé n necht x, € X je
takové, ze f,(xy) # 0. Pomoci predchoziho prikladu ukazte, Ze span{x,;n € N} = X, a z toho
odvod'te separabilitu. (2) PouZijte konkrétni podobu dudlnich prostori z oddilu I1.4 z predndsky.

K opDIiLU I1.2 — PODPROSTORY A KVOCIENTY

Piiklad 16. Necht X je normovany linedrni prostor, Z jeho uzavieny podprostor a q :
X — X/Z kanonické kvocientové zobrazeni. Piipomenme, ze Véticka I1.11 z prednéasky
itka, ze q(Ux) = Ux;z. Ukaite, ze q(Bx) = Bx/z, pravé kdyz pro kazdé x € X existuje k
nému nejblizsi bod v 7.
Piiklad 17. Nechf X =C([0,1]) a Z = {f € C([0,1]); f = 0 na [0, 1]}.

(1) Pro f € X spoctéte dist (f, Z). Existuje neblizsi bod?

(2) Ukazte, ze X/Z je izometrické C([0, 1]) a popiste tuto izometrii.

Navod: Ukazte, Ze zobrazeni f — f’[o 1 je kvocientové.
’2

Piiklad 18. X =C([0,1]) a Z = {f € C([0,1]); f(£) = 0 pro n € N}.

(1) Pro f € X spoctéte dist (f, Z). Existuje nejblizsi bod?

(2) Ukazte, ze X/Z je izometrické prostoru ¢ a popiste tuto izometrii.
Priklad 19. Uvazujme kvocient £*°/cy.

(1) Ukazte, ze pro kazdé (z,,) € £ je ||[(z,)]|| = limsup |z, |.

n—oo

(2) Ukazte, ze pro kazdé x € (> existuje prvek ¢y k nému nejblizsi.

(3) Je neblizsi bod urcen jednoznacné?
Pi#iklad 20. Uvazujme kvocient > /c pro redlné prostory. (Prostor ¢ byl definovén v
Piikladu 1.6.)

(1) Ukazte, ze pro kazdé (x,) € £ je ||[(zn)]]| = 3 osc((zn)), kde

osc((xy,)) = nlorg\] sup | T — zn] -
m,n>ng

(2) Ukazte, ze pro kazdé x € (> existuje prvek ¢ k nému nejblizsi.
(3) Je neblizsi bod urcen jednoznacné?
Navod: Ukazte, Ze osc((zy)) = limsup z,, — lini)inf Ty, nejblizsim bodem bude vhodnd posloup-
n—00 n—00

nost (yn) spliugici lim y, = %(lim sup x,, + liminf x,,).
n—+00 n—00 n—+00
Piiklad 21. Nechtf A je neprdzdnd omezend podmnozina C.
(1) Ukazte, ze existuje
r(A) =min{p > 0;IN e C: A C B(\,p).
Zde B(),0) = {\}. (r(A) je Cebyseviiv polomér mnoziny A.)
(2) Ukazte, ze existuje pravé jedno A € C spliujici A C B(A,7(A)). (Toto A je
Cebysevuv stfed mnoziny A.)
Navod: (1) Necht r znaci infimum. Pro kaZdé n € N zvolme N\, € C, ze A C B(Ap,7 +
L), Ukaste, %e posloupnost (M\,) je omezend, a je-li X\ hromadny bod, pak A C B(X,r). (2)
Necht A\, € C, s = |\ —pu| > 0. Ukazte, Ze pro kazdé r > 5 je B(A\,r) N B(p,r) C B(A(A +

) \/1% = (5/2)?).



Priklad 22. Uvazujme kvocient ¢*°/c pro komplexni prostory. (Prostor ¢ byl definovan
v Prikladu 1.6.)

(1) Ukazte, ze pro kazdé (z,,) € £ je ||[(zn)]|| = infren r({xm;m > n}).

(2) Ukazte, ze pro kazdé x € (> existuje prvek ¢ k nému nejblizsi.

(3) Je neblizsi bod urcen jednoznacné?

Navod: (2) Oznacme vy, = r({zm;m > n}) ar = inf, r, = limr,. Necht \, € C je Cebyseviiv
n

stied mnoziny {x,;m > n}. Ukazte, Ze posloupnost (\,) konverguje k néjakému A € C a Ze
nejblizsim bodem je vhodnd posloupnost s limitou X.

Priklad 23. Necht B,([0,1]) a £,([0, 1]) jsou prostory omezenych borelovskych resp. lebe-
sgueovsky méfitelnych funkef definované v Pitkladu I.8. Necht Z je podprostor £,([0, 1])
tvoreny funkcemi skoro vSude rovnymi nule.
(1) Ukazte, ze Z je uzavieny podprostor L;(]0,1]).
(2) Pro f € L£,([0,1]) spoctéte dist (f, Z).
(3) Pro f € By(]0,1]) spoctéte dist (f, Z N By([0,1])). Je tato vzdalenost stejna jako
dist (f, Z)?
(4) Ukazte, ze kvocienty £,([0,1])/Z 1 By([0,1])/(Z N By([0, 1])) jsou izometrické pro-
storu L>([0, 1]).

K opDiLU 11.3 — VNORENI DO DRUHEHO DUALU A REFLEXIVITA

Piiklad 24. Necht X je komplexni normovany linearni prostor. Piipomenme, ze Xp je
jeho redlna verze a ze zobrazeni ¢ : (X*)r — (Xg)* definované predpisem ¢(f)(z) =
Re f(z) (f € (X*)r, v € Xg) je dle Tvrzeni 1.47 z prednasky linedrni izometrie mezi
redlnymi Banachovymi prostory (X*)g a (Xg)*. Pro F' € (X*™)g definujme zobrazeni
$(F) : (Xg)" — R piedpisem ¢(F)(g) = Re F(¢7'(g)) pro g € (Xg)".

(1) Ukazte, ze 1 je linedrni izometrie (X**)g na (Xg)*™.

(2) Ukazte, ze 1 0 sex = sx, (kde »x je kanonické vnoteni X do X** uvazované jako

zobrazeni mezi redlnymi prostory X a (X**)g).
(3) Ukazte, ze X je reflexivni, pravé kdyz Xy je reflexivni.

Piiklad 25. Necht K je nekonec¢ny kompaktni metricky prostor.

(1) Ukazte, ze v K existuje prosta konvergentni posloupnost.

(2) Ukazte, ze pro kazdé = € K vzorec 6,(f) = f(x), f € C(K), definuje spojity
linearni funkcional normy 1.

(3) Ukazte, ze pro x1,...,2z, € K razné a ¢, ...,c, € F plati

n
= lejl.
j=1

(4) Necht (z,) je posloupnost z bodu (1) s limitou z € K. Uvazme
Y = span{0,, 6z,, 0y, ... } C C(K)™.
Ukazte, ze prvky 64,0z, 0z, - .. jsou linedrné nezavislé a ze funkcional ¢ : Y — F,
ktery prvku Y pritadi jeho koeficient u d,, je spojity na Y (a ma normu 1).
(5) Ukazte, ze zadné rozsiteni ¢ na C(K)* (tj. na prvek C(K)**) nepatii do s(C(K))
a z toho odvod'te, ze C(K) nen{ reflexivni.

n

Z ¢;0q,

J=1

Navod: (3) Pro dikaz merovnosti > wvyuZijte Lemma I1.26 z pFedndsky. Necht d je metrika
na K. Najdéte r > 0, Ze Bq(xj,7), j =1,...,n jsou disjunktnt, a s vyuZitim bodu (b) lemmatu
najdéte funkci f € C(K) takovou, Ze ||f||.o =1 a c¢jf(zj) = |cj| proj =1,...,n. (4) Linedrni
nezdvislost odvod'te z (3), stejné jako normu . (5) Necht rozsireni je tvaru s(f). Spoctéte
hodnoty f v bodech x a xi, k € N, a ukazte, Ze f nemizZe byt spojitd.



Piiklad 26. Necht K je nekonetny kompaktni metricky prostor, posloupnost (z,) a x
necht jsou jako v predchozim piikladu. Ukazte, ze funkciondl ¢ = d, — > oo, 2%5% ma

normu 2 a své normy nenabyva. Odtud znovu odvod'te, ze C(K) nenf reflexivni.
Navod: Pro vjpocet normy pouZijte bod (3) predchoziho prikladu. Predpoklidejme, Ze norma
se nabyvd v néjaké funkci f € Be(ry. UkaZte, Ze f nemize byt spojitd v bodé x.
K oDDILU I1.4 — REPREZENTACE DUALNICH PROSTORU

Priklad 27. Ukazte, ze ci* je izometricky ¢*° a ze kanonickému vnofeni odpovida identické
zobrazeni ¢y do £°°.

Navod: PouZijte Vétu I11.21.

Piiklad 28. Necht ¢ je prostor konvergentnich posloupnosti z Pifkladu 1.6. Ukazte, Ze c*
je izometricky ¢! a pifslusnou izometrii popiste.

Navod: Uvaste zobrazeniT : (*(NU{oo}) — ¢* definované predpisem T(f)((zr)) = > poy f(k)xi+

f(o0) - lim x.
k—o0

Piiklad 29. Necht I' je nespocetnd mnozina. Pro kaZdou z niZe uvedenych o-algeber X a
mér 4 popiste prostory LT, %, ), L=®(T, %, 1) a (L(T, 3, p))*. V kterych piipadech je
zobrazen{ @ : L°°(T, %, u) — (LT, %, u))* z Vety 11.23 z predndsky izometrie a v kterych
piipadech je na?
(1) X jsou vSechny podmnoziny I',  je pocitaci mira (tj. pro koneéné mnoziny déva
pocet prvku, pro nekonetné mnoziny déava oo).
(2) X ={A CT};A je spocetna nebo I' \ A je spocetnd}, u je zizeni pocitaci miry na

2.

(3) X je jako v bodé (2), u(A) = 0 pro spocetnou A a pu(A) = oo, pokud I'\ A je
spocetna.

(4) X je jako v bodé (2), u(A) = 0 pro spocetnou A a u(A) = 1, pokud I' \ A je
spocetna.

(5) X jsou vSechny podmnoziny I', (@) = 0 a u(A) = oo pro A # 0.

Piiklad 30. Necht (2, %, ) je prostor s mirou. Uvazme zobrazeni ® : L®(T, %, u) —
(LY(T, 3, p))* z Vety 11.23.
(1) Ukazte, ze ® je izometrie do, pravé kdyz plati podminka
VAe X, u(A)>03BeX:BC A& 0 < pu(B) < oco.

(Takové mife se fikd polokonecna.)

(2) Ukazte na protipiikladu, ze ani pro piipad polokoneéné miry nemusi byt ® na.

(3) Predpoklddejme, ze p je polokonecnd a navic kazdd mnozina A C Q takova, ze
AN B € Y pro kazdou B € ¥ konecné miry, sama patii do 3. Ukazte, ze pak je ®
na.

(4) Ukazte, ze pro uplnou miru p plati v predchozim bodé i opa¢nd implikace.

Navod: (1) Pouzijte metodu prislusné ¢asti dukazu Véty I1.23. (2) PouZijte vhodny bod predchoziho

prikladu. (3) Modifikujte dikaz pro o-koneény pripad. (4) Necht ¥ = {A € ;AN B €
Y pro kazdou B € ¥ konecné miry}. Ukazte, e ¥ je o-algebra, Ze p lze rozsirit na X!, LY(X) =
LY(X"), ale L*®(%) G L®(Y), pokud X G ¥,



Piiklad 31. Uvazme zobrazeni ¥ : B,([0,1]) — M([0,1])* a YT : £°(]0, 1]) — M(]0, 1])*
dana ptredpisem

U(f) () = [Ol]fdu, f € Be((0,1]), o € M([0, 1]);
= > fO)-u{t}),  fee=((0,1]), p e M([0,1)).
t€[0,1]

(1) Ukazte, ze ¥ je linearni izometrie By ([0, 1]) do M(]0, 1])*.

(2) Ukazte, ze ztzeni ¥ na C([0, 1]) odpovida kanonickému vnoteni C(|[0, 1]) do druhého
dudlu (pfi identifikaci C(]0, 1])* s M([0,1]) dle Vety 11.27).

) Ukazte, ze T je linedrni izometrie £>°([0, 1]) do M(]0, 1])*.

) Ukazte, ze £2°([0,1]) C By([0,1]) a ze pro f € £2°([0,1]) je ¥(f) = YT(f).

) Ukazte, ze W(1) neni v oboru hodnot 7.

) Ukazte, ze T(1) neni v oboru hodnot V.

(7) Ukazte, ze (¥(By(]0,1]))). = {0} a popiste (Y(£>(]0,1])))..

Navod: (5) Uvazte hodnotu na Lebesgueové mire. (6) Predpoklidejme, ze W(f) = Y(1). Apli-
kact na Diracovy miry odvodte, Ze nutné f = 1. Ndsledné ukazte, Ze W(1) # Y(1). (7) Pro proni
rovnost pouZigte vysledek (2).

(3
(4
(5
(6

Priklad 32. Necht (X,,) je posloupnost Banachovych prostori.
(1) Ukazte, ze ((BnenXn)e )™ je izometricky (B,enX ) a popiste piislusnou izometrii.
(2) Necht p € [1,00) a g € (1, 00] jsou takovd, ze I—lj—i-% = 1. Ukazte, ze ((BnenXn)ew)*
je izometricky (®nenX[)w a popiste prislusnou izometrii.
(3) Necht p € (1,00). Ukazte, ze prostor (B,enXn)er je reflexivni, prave kdyz kazdy z
prostoru X, je reflexivni.

Navod: PouZijte metodu dukazu Véty I1.21 a Dusledku I1.22 z prednadsky.

Priklad 33.

(1) Necht (x,) € ¢*. Ukazte, Ze funkciondl na ¢y reprezentovany posloupnosti (z,,) (ve
smyslu Veéty 11.21 z prednasky) nabyva své normy, pravé kdyz jen konetné mnoho
jeho soutadnic je nenulovych.

(2) Necht (z,) € ¢£>. Ukazte, ze funkciondl na ¢! reprezentovany posloupnosti (x,)
(ve smyslu Véty 11.21 z pfednasky) nabyva své normy, pravé kdyz existuje m € N,
pro které [z,] = [[(za) .

Piiklad 34. Necht u je o-koneénd mira a f € L>®(u). Ukazte, ze funkciondl na L'(u)
reprezentovany funkei f (ve smyslu Véty 11.23 z prednasky) nabyva své normy, pravé
kdyz mnozina {x € Q;|f(z)| = || f| ..} ma kladnou miru.

Piiklad 35. Necht K je kompaktni metricky prostor a u € M(K,R). Ukazte, ze funk-
ciondl na C(K,R) reprezentovany mirou p (ve smyslu Véty 11.27 z prednasky) nabyva
své normy, prave kdyz existuji disjunktni uzaviené mnoziny Fy, Fy, C K takové, ze u™ je
nesend Fy a p~ je nesend Iy (tj. pt (K \ F1) =0a pu (K \ Fy) =0).

Navod: Pro implikaci < pouZijte Lemma I1.26(b) z predndsky. Pro opacnou implikaci wvazte
f, v niz se norma nabyvd a ukazte, e lze vzit Fy = f~1(1) a Fy = f~1(~1).



