I. NORMY LINEARNICH FUNKCIONALU A OPERATORU
1. Necht cpg oznacuje vektorovy prostor vSech ¢iselnych posloupnosti, které jsou od jistého indexu
konstantné nulové. Necht o € R Definujme na cgg linearni funkcionél ¢, predpisem

oo

va((Tn)) = Z ny,.

n=1

Pro které hodnoty a € R a p € [1, o0] je funkcional ¢, spojity na (coo, || - ||p)?
2. Ukazte, ze ¢ : X — T je spojity linearni funkcional, spoctéte jeho normu a najdéte mnozinu
vSech bodi na sféfe prostoru X, v nichZ ¢ své normy nabyva (a rozhodnéte, zda je neprazdna),

jestlize

2) X = 01, o(2n)) = 300, ns b) X = 01, 9((30)) = S5, o

&) X = 01, p(2n) = Sy (~1)0 d) X = £, () = S0y L

&) X = €1, () = Sy (1 — L)ans £) X = co, 9l(wn)) = Doy o

8) X = 0, ol(20) = Doy i 1) X = £, p((20) = 32, L

i) X =7 (kde p € (1,00)), o((zn)) = -2y nwn, J) X = C([O 1)), ¢(f) = f(0);

k) X =C([0,1]), o(f) = f(0) = f(1); 1) X = C([0, = fo f, X C([O 1), 0(F) = f,* £
w) X =C([0.1]), e(f) = Jy /() dt; 0) X = ([0, = Jo! 2 1) dt;

p) X = L=([0, ]>, o(f) = 1/2f, >X (0 11 By tf

D) X = L2(0,1)), ¢(f) = fy(t = 5)f(H)dts) X = Ll([o 1]) o(f) = 1/2 f,

t) X = L([0, 1 o(f) = fo tf(t)de u) X = L([0,1]) fo 2 t) dt.

3. Ukazte, ze T X — Y je spojity linearni operator spoctete Jeho normu a najdéte mnozinu
vSech bodt z € Sx, v nichz |Tz| = ||T|| (a rozhodnéte, zda je neprazdna), jestlize

a) X =Y =0 T((z,)) = (0,21,22,...); b) X =Y =02, T((x,)) = (w2, 73,24, . ..);

c) X =Y =02, T((x,)) = (z1, —22, T3, — T4, ... );

)X =Y =02T((z,)) = (v1—x2,v0—271,73,T4,...);6) X =Y =02 T((x,)) = (0, 22,0, 24, ... );
[) X =Y = 2, T((zn) = (22)205 8) X = ¥ = 2, T((z)) = (“E12,)32,:

h) X =Y =02, T((za)) = (Fgoa)ple; 1) X =04, Y =02, T((zn)) = (214 + 20)7ly;

D)X =0, Y =0, T((z,)) = (S5 nmn ) X =Y =C([0.1). T() = £ + (1) - F(0)

1) X =Y =C([0,7]), kde r > 0, T'(f fo f;m) X =Y =C([0,r]), kde r > 0, T'(f)(t) = tf(t);
n) X =Y = ¢(0,1]), T(f)(t) = (t - —)f( Ji0) X =Y =([0,1]), T(f)(t) = F(1— 1)

p) X =V =C(0,1]), T(F)(t) = F(); @) X — ¥ =l 110,100 - G

r) X =C([0,7]) aY =CY[0,r]), kde r > 0, T'(f fo f,

s) X =CY[0,7]) a Y =C(]0,7]), kde r > 0, T(f) f’;

t) X = C1([0,1]) a ¥ = ([0, 1), T(f) = /' — f;

u) X =C*([0,1) aY =C([0,1]), T(f) = f" + f;

v) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1, 00], T(f)(t) = f(V1);

W) X =Y = L2([0, 1]), kde p € [1, 0], T(f)(t) = t£(t);

X) X =Y = 17(0,1]), kde p € [1,00], T(f)(t) = (t — $) f(2);

y) X =Y = 12([0, 1)), kde p € [1,00], T(f) = xj0.3, - /

z) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1,00], T(f) = (X[0,2) — X(2,11) - [-

4. Pro operatory 1" z predchoziho prikladu zodpovézte nasledujici otazky:

i) Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro.
ii) Je operator T na?

(

(

(iii) Je operator 1" izometrie, pfipadné izomorfismus?

(iv) Je-li T' izometrie nebo izomorfismus, popiste jeho obor hodnot.
(

v) Je-li operator T izomorfismus, spoctéte normu inverzniho operatoru.



VYSLEDKY A NAvVODY. 1. ¢, je spojity na (coo, || - ||p), pravé kdyz ag < —1, kde g € [1, o0]
splnuje % + é = 1. Néavod pro piipad p € (1,00): Pokud ag < —1, pak z Holderovy nerovnosti
plyne, ze [|a|| < (3or, n®?)1/9. Pokud ag > —1, uvazme z,, = (1, 54+, ..., =7,0,0,...). Pak
¢a(tn) =143+ -+ 2 — oco. Jeli dokonce ag > —1, je posloupnost (z,) | - [|,-omezena, z
ehoZ plyne nespojitost ¢. V meznim pifpadé ag = —1 dostaneme |z, || = (143 + -+ %)1/”,
a tedy @(xn)/||xn| = 00 a po(x,) = co. (Pfipady p = 1 a p = oo 1ze zdtivodnit podobné, a to
jednoduseji.) 2. a) ||¢|| = 1, této hodnoty ¢ nabyva ve vSech bodech sféry, které maji nezdporné
soufadnice. b) ||¢] = 1, nabyva se v téch bodech sféry, které maji nezaporné souradnice a které
maji soufadnice s lichym indexem nulové. c) ||¢|| = 1, nabyva se ve vSech bodech sféry, jejichz
soufadnice se sudym indexem jsou nezaporné a s lichym indexem sjou zaporné. d) ||| = 1, nabyva
se v bodé e; = (1,0,0,...). e) |[¢]| = 1, nenabyva se. Pro dikaz ||| > 1 uvazte kanonické bazové
vektory e,,. Pfi dikazu nenabyvani lze postupovat takto: Necht (x,,) € Sp. Necht k € N je nej-
mensi index, pro ktery z, # 0. Pak ukazte, Ze |o((zx))| < 1—¢log| < 1. f) [lo]| = =2 nenabjvé se.
Pro dikaz ||¢| > 62 uvazte vektory (1,1,...,1,0,0,...). Pfi dikazu nenabyvam lze postupovat
takto: Nechf (z,) € Se,. Zvolme m € N takové, ze pro kazdé n > m je |z,| < 3. Pak ukaite,

> w2 w2 w2 s 4 ~ s
ze |p(x)] < 5 Z;O mi < % g) |lell = %, nabyva se v bodé (1,1,1,1,...). h) [|¢] = T

n? 6’
nabyva se v bodé ( 8)20 | . (Pouzijte Cauchyovu nerovnost.) 1) [lof| = (Y02, 2)1/9, kde 2 + =1
Nabyva se v bodé

nd=1( 1 nd

v kazdé f € C([0,1]) SplnuﬁCI Ifl <1a f(0)=1. k) [[¢|| = 2, nabyva se v kazdé f € C([0,1])
spliujici |f| < 1, f(0) =1 a f(1) = —1. Piikladem takové funkce je f(z) = 1 — 2z (a spousta
dalsich funkci). 1) [|¢|| = 1, nabyva se pravé ve funkci konstantné rovné 1. (Pokud |f| <1 awv
néjakém bodé x € [0,1] je f(x) < 1, pak diky spojitosti f existuje € > 0 nedegenerovany interval
(a B) C |0, 1] tak ze plati f<1l—ena (a B). Pak gp(f) <1-¢(Bf—a) < 1. V komplexnim ptipadé
(a, B) C [0, 1] tak, ze plati [1—f| > ana( ,0). Pak 1—o(f)| > e(B—a) >0.) m) ||¢| = 2, nabyva
se ve vSech funkcich f € C([0,1]), které spliuji [f| < 1a f =1na [0,1]. n) [¢| = fo tdt = 3,
nabyva se pravé ve funkci konstantné rovné 1. (Lze zdﬁvodnit podobné jako v prikladu 1).) o)
ol = fo |t — 1|dt = %, nenabyva se. Pro dikaz ||| > 1 sestrojte funkee f,, € C([0,1]) pro n > 3,
které spliuji |f,| < 1, fo=-1mna[0,3—1]a f, =1na[i+ 1 1] Piidikazu nenabyvani lze
postupovat takto: Necht f € C([0,1]), | f] < 1. Podle hodnoty v bod§ 3 rozlisime dva pifpady:
f(3) >0a f(3) <0. Necht f(l) < 0. Pak ex1stuje a € (0,3), Ze na 1ntervalu (v, 3) plati f < 3.
Pak ¢(f) < fo it — 3| dt — 1/2 It — ]dt < 4. Pripad f(3) > 0 se oseti{ analogicky. V kom-
plexnim prlpade lze postupovat podobne - rozligime, zda Re f(3) > 0 nebo Re f(3) < 0 (spoctéte
podrobné). p) |l¢|| = 1, nabyvé se ve viech funkcich f € L*°([0,1]), které spliuji |f| <la f=1
na [0, 2] (ve smyslu skoro vSude). q) ||¢|| = %, nabyva se pravé ve funkci skoro vSude rovné 1. r)

( L ——-)22,. (Pouzijte Hélderovu nerovnost.) j) |[¢| = 1, nabyva se
1]

||| = 1, nabyva se pravé ve funkci X0,1) ~X(%.,1]- 8) [lll = 1, nabyva se ve funkcich s vlastnostmi:

f>0af=0na (%, 1] (v obou pfipadech skoro vSude) a fol/ 2 f = 1. Prikladem takové funkce je
2X[0,1 (a Fada dalsich). t) [l¢[| = 1, nenabyvé se. Pro diikaz [|¢|| = 1 uvazte funkce fr, = nxp_1 1.
Pii ditkazu nenabyvéani lze postupovat takto: Necht f € Bri(jo,17). Pak limg ;1 fwl |f| = 0, zvolme
1 1 1

tedy x € (0 1), aby [ |f| < 3. Pak |o(f)| <z [y |f|+ [, |fl=2+1-2) [ |f|<z+5i(1-2) <1

u) [|¢]| = %, nenabyvéd se. Pro dikaz |¢|| > 1 uvaite funkce f, = nxp_1 - Pii diikazu nen-
abyvani lze postupovat podobné jako v ptipadé t), jen se zvoli z € (0, %), aby fOI |fl+ fll_w lf] < %
3. + 4. a) ||T|| = 1, norma se nabyva v kazdém bodé Sp2. T je izometrie do, obor hod-
not je {(z,);z1 = 0}. b) ||T|| = 1, norma se nabyva v téch (z,) € S, které spliuji z; = 0.
T neni prosty, kerT" = span{e;}, tj. body, které maji vSechny soufadnice az na prvni nulové.
T je na. c) T je izometrie na. d) T je izomorfismus na, T '((z,)) = (—x1 — 22, 271 —
To,x3,%4,...). |T|| =T = % Norma ||T'|| se nabyva v bodech (/50 — 10v/5, o5 (1 +



V5)V/50 — 10v/5,0,0,...) a =(& /50 + 10v/5, & (1—+/5)v/50 + 10v/5,0,0, . .. ). Norma || 77| se
nabyvévbodech +(55 \/50 — 10vV/5, — % (1+v/5)v/50 — 10v/5,0,0, . ..) ai(— 50 +10V/5, 55 (v5—
1)v/50 4+ 10v/5,0,0,...). Pro vypodet je tfeba si nejprve rozmyslet, Ze je potfeba vysetfit chovani
na prvnich dvou souradmclch, a pak je mozno pouzit metody hledani vazanych extrémt. Tak to
funguje v redlném ptipadé. V komplexnim piipadé jsou normy stejné (Ze nemohou byt mensi, je
ziejmé; Ze nejsou vétsi plyne z toho, ze koeficienty ve vzorci pro T' jsou redlné). Nabyvaji se v
bodech tvaru ax+ify, kde x, y jsou dva z bodii, kde se nabyva norma v realném ptipadé a o, § € R
spliiuji a? + 32 = 1. e) ||T|| = 1, norma se nabyvéa v téch bodech Sy2, které maji véechny soufad-
nice s lichym indexem nulové. T neni prosty, kerI" tvoii ty prvky, které maji vSechny soutadnice
se sudym indexem nulové. 7' neni na, obor hodnot jsou ty body, které maji vSechny soutradnice
s lichym indexem nulové. T je ortogonalni projekce. f) || T'|] = 1, nabyva se v bodech «eq, kde
la] = 1. T je prosty, ale neni na. 7" neni izomorfismus. (Uvazte kanonické vektory.) g) ||T|| = 2,
nabyva se v bodech aey, kde |a] = 1. T je prosty a na, je to izomorfismus. Inverzni operator mé
normu 1 (je to operator z piikladu h). h) | 7’| = 1, nenabyva se. Pro nerovnost ||T'|| > 1 uvazte
posloupnost (e, ) kanonickych jednotkovych vektort. Pfi diikazu nenabyvéni lze postupovat takto:
Necht (z,) € Sp2. Zvolme m € N tak, aby x,, # 0. Pak [|T((z,))|* <1—-(1—-;25)*> <1. T je
izomorfismus na, inverzni operator je operator z piikladu g), ma normu 2. i) ||7'|| = 1, nabyva se v
takovych bodech (z,,) € Sy, jejichz vsechny souradnice jsou nezaporné nebo jsou vSechny nekladné
(v komplexnim pfipadé jsou vSechny nezépornym nasobkem téZze komplexni jednotky), T je prosty
a neni na. 7 neni izomorfismus, uvazme vektory (1,—1,1,—-1,...,1,—-1,0,0,...). j) ||T]] =
nabyva se v tychz bodech jako pro operator z pfikladu i). Je prosty, neni na, neni to izomorfismus
(Ize pouzit stejnou posloupnost jako v i). k) ||T'|| = 3. Nabyva se ve funkcich f spliujicich |f| < 1,
f(0) = =1 a f(1) = 1 a ve funkcich, které z téchto vzniknou vynasobenim komplexni jednotkou
(—1 v redlném piipadé). Piikladem takové funkce je f(x) = 2x — 1. T je prosty a na (je tfeba
vyfesit pislusnou rovnici), T je izomorfismus na. T~ 1(g) = g+g(0)—g(1), | T =3. 1) |T|| =,
nabyva se ve funkcich konstantné rovnych dané komplexni jednotce (41 v redlném ptipadé). T je
prosty, neni na. 7' neni izomorfismus, uvazte napiiklad funkce f, (t) = sin(nt) zuzené na interval
[0,7]. m) ||T|| = r, nabyva se ve funkcich f € Be([o,r) spliujicich |f(r)| = 1. T je prosty, neni na.

T neni izomorfismus (zkonstruujte spojité funkce f, : [0,7] — [0, 1] splijici f,(0) =1a f, =0
na intervalu [n_’;l, r]). n) ||T|| = 3, nabyvé se ve funkcich f € Be(jo,17) splitujicich |f(0)| = 1 nebo

|f(1)] = 1. T je prosty, neni na. T neni izomorfismus (analogicky jako v pfikladu m). o) T je
izometrie na. p) T" je izometrie na. q) ||T'|| = 1, nabyvé se v téch funkcich f € B¢((—1,1]), pro které
existuje t € [0, 1] spliiujici |f(t)| = 1. T neni prosty, ker T tvoii f € C([—1,1]), které jsou na [0, 1]
konstantné rovny nule. 7" neni na (obor hodnot tvori sudé funkce). r) ||| = r + 1, nabyva se ve
funkcich konstantné rovnych dané komplexni jednotce (+£1 v redlném piipadé). T' je prosty, neni
na, je izomorfismus do. Obor hodnot je Yo = {f € C1([0,7]); f(0) = 0}, inverzni operator je z(Zeni
operatoru z piikladu s) na Yj, jeho norma je 1. s) ||| = 1, nenabyva se. Pro dikaz nerovnosti
|T|| > 1 uvazme posloupnost funkei f,,(t) = sin nt ztzenych na [0, r|. Pro diikaz nenabyvéni si staci
uvédomit, ze pokud [|Tf|ly = ||fllx, pak || f|lcc = 0, tedy f = 0. T neni prosty, ker T' tvoii kon-
stantni funkce. T je na. t) ||T|| = 1, nabyva se naptiklad ve funkci konstantné rovné 1 (a v dalsich
funkcich téz, pfesny popis asi neni snadny). T neni prosty, ker T’ tvoii nasobky funkce f(t) = et. T
je na (plyne ze znalosti feSeni linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu). u) ||7']| = 1, nabyva
se napfiklad ve funkci konstantné rovné 1 (a v dalsich funkcich téz, pfesny popis asi neni snadny).
T neni prosty, ker T' tvofi span(cos, sin). T' je na (plyne ze znalosti FeSeni linedrnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty). v) Pro p = oo je to izometrie na. Pro p € [1,00) je ||T| = 2'/7,
nenabyva se. Pro diikaz || T'|| < 2!/P pouzijte vétu o substituci, pro diikaz ||T'|| > 2%/? uvazte funkce
fn = nl/px[l_%M. Pii dikazu nenabyvani lze postupovat takto: Necht f € Brs(o,1)). Zvolme

s € (0,1) takové, aby fsl | fIP < 3. Pak dokaite, ze |Tf||5 < 25+ 3(2—2s) < 2 (vypocet analogicky



jako v pifkladu 2t). T je prost§, neni na. T neni izomorfismus (uvazte funkce f, = n'/ PX10,1])-
w) ||T']| = 1. Pro p = oo se nabyvéa tfeba ve funkci konstantné rovné 1 (a také v jinych funkcinch,
piesné v takovych f € Bre(o,1)), pro které plati ||f - x(s,1)llcc = 1 pro kazdé s € (0,1)). Pro
p € [1,00) se nenabyva (lze dokdzat podobné jako v piikladech 1t) a 2v)). T je prosty, neni na,
neni izomorfismus (vyuzijte posloupnost z 2v). x) ||T|| = 1. Pro p = oo se nabyvé tieba ve funkci
konstantné rovné 1 (a také v jinych funkcich, pfesné v takovych f € Bpe(o,1]), pro které plati
1.f - X[0,s]ufs,1]loc = 1 pro kazdé s € (0,1)). Pro p € [1,00) se nenabyvé (lze dokézat podobné jako
v prikladu 2w) s modifikaci stejnou jako v 1u)). T je prosty, neni na, neni izomorfismus (vyuzijte
posloupnost f,, = nl/px[%’%j%]). y) |T]| = 1. Nabyvé se. Pro p = oo v téch f € Bp([,1]), Pro
které || f - X[0,2] lco = 1 (to sice vypadé jako tautologie, ale vyznam je jasny, ptikladem je funkce
konstatné rovna 1). Pro p € [1,00) se nabyva v téch f € Spr([o,1)), které jsou skoro vsude nulové
na [3,1]. T neni prosté, ker T obsahuje f € LP([0,1]), které jsou skoro viude nulové na [0, 3], T
neni na. z) T je izometrie na.



