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PŘÍKLADY KE KAPITOLE IV

Př́ıklad 1. Necht’ U ⊂ Rd je otevřená množina a K ⊂ U kompaktńı množina. Ukažte,
že existuje g ∈ C∞(R), pro kterou plat́ı 0 ≤ g ≤ 1, spt g je kompaktńı podmnožina U a
g|K = 1.

Návod: Pokud U je otevřená koule, tvrzeńı odvod’te z Př́ıkladu IV.2(4) z přednášky. V obecném

př́ıpadě s využit́ım kompaktnosti K ukažte, že existuj́ı x1, . . . ,xk ∈ K a kladná č́ısla r1, . . . , rk
taková, že otevřené koule U(xj , rj) pokrývaj́ı K a uzavřené koule U(xj , 2rj) jsou obsaženy v U .

Na tyto dvojice aplikujte zmı́něný Př́ıklad IV.2(4), dostanete funkce ϕ1, . . . , ϕk. Ukažte, že lze

vźıt g = h3 ◦ (ϕ1 + · · ·+ ϕk), kde h3 je funkce z Př́ıkladu IV.2(3).

Př́ıklad 2. Necht’ B ⊂ Rd je borelovská množina konečné mı́ry. Necht’ p ∈ [1,∞). Ukažte,
že existuje posloupnost (gn) v D(Rd), která konverguje k χB v Lp(Rn).

Návod: Necht’ ε > 0. Z regularity Lebesgueovy mı́ry existuje kompaktńı množina K a otevřená

množina U , že K ⊂ B ⊂ U a λd(U \K) < ε. Na dvojici K a U použijte předchoźı př́ıklad.

Př́ıklad 3. Dokažte hustotu D(Rd) v Lp(Rd) pro p ∈ [1,∞) (tj. Důsledek IV.7 z přednášky)
bez použit́ı konvoluce.

Návod: Použijte hustotu jednoduchých funkćı a předchoźı př́ıklad.
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