UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE - ZS 2022/2023

PRIKLADY KE KAPITOLE IV

Piiklad 1. Nechf U C R? je oteviend mnozina a K C U kompaktni mnozina. Ukazte,
ze existuje g € C*°(R), pro kterou plati 0 < g < 1, spt ¢g je kompaktni podmnozina U a
g’K =1.

Navod: Pokud U je oteviend koule, turzeni odvod'te z Prikladu IV.2(4) z predndsky. V obecném
pripadé s vyuzitim kompakinosti K ukazte, Ze existuji «1,...,xr € K a kladnd cisla ri,...,7k
takovd, Ze otevrené koule U(xj,1;) pokrjvaji K a uzaviené koule U(x;,2r;) jsou obsaZeny v U.
Na tyto dvojice aplikujte zminény Priklad 1V.2(4), dostanete funkce ¢1,..., k. Ukaite, Ze lze
vzit g = hz o (w1 + -+ + ), kde hs je funkce z Prikladu IV.2(3).

Ptiklad 2. Necht B C R je borelovska mnozina koneéné miry. Necht p € [1, 00). Ukazte,
7e existuje posloupnost (g,) v 2(R%), kterd konverguje k xp v LP(R™).

Navod: Necht e > 0. Z reqularity Lebesgueovy miry existuje kompaktni mnozina K a oteviend
mnozina U, 2e K C BC U a MU\ K) < e. Na dvojici K a U pouZijte predchozi priklad.

Priklad 3. Dokazte hustotu Z(R%) v LP(R?) pro p € [1,00) (tj. Dusledek IV.7 z prednésky)
bez pouziti konvoluce.

Navod: PouZijte hustotu jednoduchiych funkci a predchozi priklad.



